Statistique appliquée a la gestion et au marketing http://foucart.thierry.free.fr/StatPC

Chapitre 9

ANALYSE
MULTIDIMENSIONNELLE

L’analyse des données multidimensionnelles regroupe un ensemble de métaede
tistiqgues récentes et est utilisée couramment depuis les d8¥eeniron pour analyser des
clientéles, effectuer des études de marché, etc. Elles artadgsedonnées appelées multidi-
mensionnelles, caractérisées par le fait qu'a chaque unitgtigtagi sont associées plusieurs
valeurs observées. Ces méthodes sont fondées soit sur les mathématest I'analyse
factorielle —, soit sur I'informatique — c’est la classification qualifiéegiardi’automatique.

La complexité des calculs rend indispensable I'utilisation d’'un omlinagt de logi-

ciels appropriés.
1. ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES.

1.1 Objectifs.

L’objectif de I'analyse en composantes principales (ou ACP) estmnt descriptif :

il s’agit « d’explorer » un ensemble d’observations rassembléedastarme d’'un tableau de
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données indiquant pour chaquetérstatistique les valeurs observées d’un certain nombre de
variables quantitatives, comme le tableau des données Euromarket (50 lignes, 5 colonnes).
Ce tableau peut étre de dimensions importantes : le nombre de(tdgmeses statisti-
ques) peut atteindre plusieurs centaines, et le nombre de colonnesidtéesiplusieurs
dizaines. Le nombre d’observations, suivant son importance, pourra donner uereatac
généralité aux propriétés structurelles ; il est en effetgae I'on fasse appel, dans le cadre
de I'analyse de données multidimensionnelles, a la statistique inférentielle.
L’analyse en composantes principales est fondée sur le calauloyesnes, variances
et coefficients de corrélation. Les données doivent donc étre quaastaglles peuvent étre
discrétes ou ordinales (par ordre de préférence).

Exemple : On étudie les données sur 50 clients de I'hypermarché EUROMARKET
constituées de I'age, du revenu, du montant des achats, du nombre d’enfants, dgoléecaté
socioprofessionnelle (CSP) et du selxes variables quantitatives sont les suivantes : I'age, le
revenu, le montant des achats, le nombre d’enfants. Nous verrons ultéristicmement
tenir compte du sexe et de la catégorie socioprofessionnelle dans lgseanal

Nous avons étudié dans le chapitre 3 les couples d'observations (age, ravéesl) e
représentant gragijuement et en calculant le coefficient de corrélation. Cette remaigmn
graphique nous a montré que le revenu s’accroit en fonction de I'age, jusqu’a 60 eioB,env
ce que nous avons expliqué par le fait quisla de 60 ans, les clients sont en retraite et
voient leurs ressources financiéres diminuer.

L'analyse en composantes principales généralise cette démarche en pranant e
compte la totalité des variables quantitatives : ainsi, nous verrons gugelsonnes de 60
ans et plus n'ont en général pas d’enfant a charge, et par suite le montantsladbats est
moins élevé : il y a donc une tendance générale dans les données, liée, guiagermet
d’expliquer la diminution de la consommation de plusieurs facons.

La taille de ce tableau est insuffisante pour que les interprétatioestsotéressan-
tes. Mais elle permet de donner la totalité des résultats conceemuatiables et d’effectuer

des calculs sur quelques unités statistiques a I'aide d’'une simple calculatrice.
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1.2 Distance entre deux unités statistiques.

Un des objectifs de I'analyse en composantes principales estuf@ggdes unités sta-
tistigues se ressemblant suivant les variables observées dfédendier les groupes ainsi
obtenus. Pour étre analysée mathématiquement, cette ressembla@tes doesurée quanti-
tativement. Pour cela, on généralise la distance que I'on définit hidribest entre deux
points du plan.

En géométrie euclidienne classique, chaque point M du plan est repéeugaoor-
données ¥ et W, et la distance entre deux points M et M’ a pour carré

(MM = (X - Xa)” + (e - Yy

En ACP, on considére chaque unité statistigue comme un point repées patesirs.
Si a chaque unité statistique i sont associees p valgDrg=x1, ..., p, le point est dans un
espace de « dimension p ».

Pour comparer deux unités ssitjues i et i, il est naturel de généraliser la distance
précédente en considérant la somme des carrés des différences entre toatiedbles.

Exemple : voici deux clients d’Euromarket

n° | age| revend achatgenfants |CSP |sexe
1 51| 195888 150.15 3 Agri. | M
2 39| 128454 173.120 2 Ouv.| F

Nous cherchons a mesurer quantitativement la distance entre ces deuts cli

I'impossibilité de tenir compte dans le calcul numérique de la C8lB séxe est évidente, et
nous nous limitons aux variables quantitatives. La distance habituelle eseqefir son car-
ré : elle consiste a effectuer la somme des carrés des différences eusieles observées.
d¥(1,2) = (51 — 39) +(195888 128456 + (150.15 — 173.13)+ (3 — 2f = 4.547 16

Le deuxieme terme du second membre est trés élevé par rapport Basx qué I'on
peut considérer comme négligeables. Une différence d’age de 10 ans adeeffénsur le
carré de la distance qu’une différence de revenu annuel de 10F : celarespmid pas a la
notion intuitive de la distance entre deux clients. Chaque terme du seeomirenest en fait
dépendant de l'unité de mesure de I'observation, ce qui rend la distancensa@és puisque
I'on n'aura pas la méme valeur si les revenus sont mesures en fran€k, @ en euros par

exemple.
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La distance entre deux unités statistiques doit donc étre indépen@antmités de

mesure. Pour cela on la calcule sur les données centrées réduites.

Exemple : les moyennes et les écatypes des variables sont les suivantes :

Variable Moyenne Ecarttype
Age 40.06 9.34111
Revenu| 107639.48 29615.79478
achats 316.945 207.12912
enfant 1.82 1.03325

Les données centrées réduites sont les suivantes :
n° age revenu achats enfants

1 51-40.06 195888- 107639.48150.15- 316.945 3 -1.82
9.34111 29615.79478 207.12912 1.03325

1.1712 2.9798 -0.8053 1.1420

2 39-40.06 128456- 107639.48173.12- 316.945 2 - 1.82
9.34111 29615.79478 207.12912 1.03325

-0.1135 0.7029 -0.6944 0.1742

Le carré de la distance est ici aussi égal a la somme des casédiftirences. Il ne
dépend plus des unités de mesure puisque si les revenus sont exprienésseet non en
francs, la valeur numérique est divisée par 6.56, mais la moyenne et bgoaraussi. Cette
transformation est donc sans effet sur la valeur centrée réduite.oOvetfinalement la va-
leur suivante :

d’(1,2) =7.784
On notera que le calcul peut étre effectué de la fagon suivante :

(51 — 39Y (19588 — 128456)  (150.15173.12)f (3 -2F
+ h *

9.3411% 20615.79478 207.12912 1.03325%

Cas général
* Les unités statistiques sont définies par les observations deaplearquantitatives ;

on dit qu’elles appartiennent a un espace de dimension p

* On calcule les moyennes et les variances des p variables initiales
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* On en déduit les valeurs centrées reduites nof§ggk < i<n, 1<j<p);
» Ladistance entre deux unités statistiques i et i’ est donnée par son carre :

p
(i) = T [x0)-x'@)]*
j=1
Le regroupement des unités statistiques dont les distances bbted thevient impos-

sible a effectuer de facon empirique deés qu’elles deviennent nombridaas donc procé-
der autrement
e Soit par un algorithme de classification, sans intervention dadateiur (c’'est la clas-
sification automatique, par exemple la classification ascendarchique, que nous
présentons rapidement dans le paragraphe 3.3)
e Soit par une suite de représentations graphiques conservant au nmtannétion

contenue dans les donnéesie¢ctement interprétables : il s’agit d’analyse factorielle.

1.3 Représentations graphiques des unités statisties.

Pour regrouper les unités statistiques en fonction de leur distacoastituer ainsi
des groupes homogenes, oilisg des représentations graphiques analogues a celles que I'on
construit pour représenter des couples. Il faut donc définir le repesea-dire I'origine, les
axes et les coordonnées des u.s. sur les axes.

La figure 1.9 cidessous représente par des points les observations de deux variables
centrées réduites Xet X;. On choisit un systeme d’axes orthonormés puisque les variables
sont centrées réduites. L'origine des axes est donc le pointaefaéisune unité statistique
dont toutes les valeurs centrées réduites sont nulles, ce quiesingfitoutes les valeurs ini-
tiales sont égales aux moyennes, et la longueur unité est la suérohaque axe. Cette u.s. et
le point sont qualifiés de « moyens ».

On considere la somme des carrés des distances des points aireaxdistances
sont les longueurs desgseents représentés en rouge. L'axe qui minimise cette somme
s’appelle par définition axe principal. Nous I'avons nbtéur la figure 1.9.

On cherche ensuite les axisAs, etc.

Nous n’avons représenté sur le schéma que certaines distancabestdigen évident
gu'il est tenu compte de tous les points. On notera que ce crit&i@&@snt de celui que I'on

utilise en régression (les distances considérées erssigresont représentées en bleu), et
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I'axe principal est en général différent de la droite de s5jpa : on pourra visualiser ces

deux droites a I'aide du programme de test du F.
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Figure 1.9: Critére des moindres carré en analyse en composantes principales
représentation graphique des couplegiXXx(i))

Ce qui se passe dans le cas général n’est pas représentaple tiesombre de varia-
bles dépasse 3 : I'espace physique est en effet limité aimoémsions. Mais la procédure est
exactement la méme, et consiste a chercher un repére doxtdesoat les plus proches pos-
sibles de I'ensemble des points caractérises par leurs p obmmesvali), Xo(i), ..., Xp(i) (cen-

trées réduites).
On suppose que les points sont répartis a la surface d’'un ballon de(figgey2.9).

Ce ballon possede trois axes d’allongement maximum :

axe 2
\& } axe 3 axe 1

Figure 2.9 : axes principaux (espace de dimension 3)
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Une fois le premier axe déterminé, on cherche le second :é8ecadiés moindres car-
rés est le méme, mais on impose au second axe d'étre orthogonalélept@t de passer par
I'origine des axes ; dans le cas de la figure 1.9, il n’existe qemahogonal\, au premier,
mais en dimension trois (figure 2.9), le second axe est dans lerfilagonal au @mier axe.
Le troisieme, orthogonal aux deux premiers, est alors complétetéemminé par les deux

précédents. Et ainsi de suite suivant le nombre de variables.

Définition :
Les axes principaux sont les droites déterminées au fur et & mesure de fagon que
* les unités statistiques soient aussi proches que possible desimess le critere des
moindres carrés

« chaque droite soit orthogonale aux précédentes.

Les axes sont ordonnés suivant la part d'information que chacun représesuece
par la somme des carrés des distances entre les unitssgstasi qu’il permet de conserver.
Cette part d'information représentée par un axe est évaluée parameéetre appelé valeur
propre et notée en généhal 'axe 1 correspond a la plus grande valeur prapréaxe 2 a la
suivante A, etc.

On notera que les axes sont orientés de fagon quelconque : deux |aliffdednts
peuvent donner deux axes de méme rang orientés inversement |'un dediaues mémes

données, la coordonnée de chaque individu étant alors de signe opposé.

Définition : Les composantes principales sont les variables statistiquesegona-|
leurs sont les coordonnées des points sur les axes.

e premiére composante principale19, g(2), ..., (i), ...cy(n)

» deuxiéme composante principale(lg, c(2), ..., &(i), ...Cx(n)

. etc.

Les composantes principales sont obtenues comme des combinaisoreslidésiva-
riables centrées réduites, c'@stlire qu’elles sont de la forme

C=u'Xe+u?Xo+ ... +UP X,
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expression dans laquelle, XX, ..., X, désignent les variables centrées réduites et ...,
uP une suite de valeurs nériques possédant les propriétés suivantes :

« chaque suiteii u?, ..., uP est notée et est appelée vecteur propre de fang

« lasomme des carrég @+ ...+uP > est égale a 1.

* la somme des produits des termes de méme rang pour deux COMpOoSACI{ES pr
les différentes (et G est égale a 0

U|lek:L + l,lzxuk2 + ...+ Llpxukp =0

» les valeurs propres sont les variances des composantes principaéssyauan-

ces des coordonnées sur les axes. Le premier axe est donc ¢zldisdersion maximale des

unités statistiques, le second aussi en étant orthogonadraiepetc.

Propriété : les axes principaux constituent un systeme d’axes orthonormés dent cha
cun est le plus proche des unités statistiques observées comptestexesipréaients. Un

plan principal est un plan défini par deux axes principaux.

Exemple : la premiére composante principale est calculée a partir des vasatae-
trées réduites par la fonule suivante :

C,;=0.1200 age 0.3825 revenu 0.6115 achats 0.6822 enfants

En donnant a I'age, au revenu, aux achats et au nombre d’enfants les valeursscentrée
réduites du client de rang 1, on obtient sa coordonnée sur I'axe 1 du plan principal 1x2.

De méme pour les autres clients.

Concretement, la composante principale de rang 1 est la suite des coordonsées de
clients sur I'axe 1.

Nous donnons @ilessous la représentation graphique des 50 clients sur le plan prin-
cipal 1x2. Au groupe (25, 31, 43) détecté par la représentation graphique des couples (age
revenu) s’ajoute le client de rang 28. On peut définir un groupe opposé au precéleti ,:

37,7, 6, 45). Le client de rang 10 est assez particulier.

Le coefficient de corrélation des deux composantes principales est ndeéfgation
des composantes principales : il est donc impossible de distinguer wsom llaiéaire sur ce
plan. Par contre, dans certains cas (mais pas ici), on pourra constater unenliam li-

néaire.
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Figure 3.9 : plan défini par les axes principaux de rang 1 &#;2=(1.810A, = 1.290)
(certains clients sont confondus avec d’autres)
Constituer des groupes d’unités statistiques sans expliquer ceeg@etlen commun
ne présente qu’un intérét lith. Ces propriétés communes sont données par l'interprétation

des composantes principales.

1.4 Interprétation des axes. Cercles de corrélation

Pour caractériser les composantes principales, on calcule fésieots de corrélation
des variables initiales et des composantes principales. Cegienésfindiquent I'intensité et
la nature de la liaison entre une composante principale et leableariinitiales et

s’interprétent de la fagon habituelle que nous avons expliquée dans le chapitre 3.

Exemple : les coefficients de corrélation des variables initiales et @@aposantes
principales d’Euromarket sont donnés dans le tablealessous.

La corrélation entre la premieére composante principale d’'une part, le mondst
achats et le nombre d’enfant d’autre part est proche dé0G-823 et —0.918) : ces valeurs
numérigues montrent qu’une forte valeur de cette composante principale (cgrgapond a

une coordonnée éleveée sur I'axe 1, par exemple les clients 28, 25, 43 etr8$pond a une
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faible valeur du montant des achats, du nombre d’enfants et du revenu dans une meindre

sure (coefficient de corrélation égal & —0.515).

C C, Cs Cs

age 0.161f 0.863 -0.458 0.140
revenu| -0.515 0.707| 0.436| -0.211
achats| -0.823| -0.200| -0.461| -0.266
enfants| -0.918| -0.065 0.088 0.381

Les propriétés mises en évidence par les composantes principales sont globedss, vr

en général. Elles peuvent étre inexactes dans des cas particuliemxdéhaple, on notera que
le montant des achats du client 25 n’est pas particulierement faible, me oée le revenu
du 28.

n° | Age| revenu| achats| enfants| CSP | sexe
25| 62 | 76865 | 293.12 0 C.sup.| M
28| 48 | 96885 | 63.22 0 PIC F
31| 68 | 86468 | 104.57 0 PIC M
43| 67 | 72999 | 241.78 0 Emp. M

Pour interpréter les coefficients de corrélation, il est plushoode de les représenter
graphiguement que de lire le tableau, surtout dans le cas d’un grand mievamables. Ces
représentations graphiques s’appellent les cercles de corrélatiabus fréquent consiste a
superposer les cercles de corrélation et les plans principawscamplan matimatique, cette
démarche est inexacte : la démarche exacte consiste s&rdprdes axes définissant les va-
riables initiales sur les plans principaux, de la méme facon fgiee 3.9, nous avons repreé-

senté les axes principaux dans le plan représentant les varialeteX;X

Exemple : cercle de corrélation &C, des données Euromarket.

Ce cercle de corrélation montre que la seconde composante principdtetestent
corrélée au revenu et surtout a I'age : un client d’Euromarket dont la cooréoestéélevée
sur l'axe 2 aura tres vraisemblablement un age supérieur a la moyemmesetament. C’'est
le cas des n°1 et 10. On retrouve les clients n° 25, 31 et 43 dont la coorddewes sur
I'axe 1 montrent que le nombre d’enfants et le montant des achats sord.f&étproque-
ment, les client 9 et 37 dont les coordonnées sur I'axe 2 sont fortedgatives sont jeunes
et ont un revenu faible. Rappelons que ces propriétés peuvent étre isexaales cas parti-

culiers, et que l'orientation des axes peut étre inversée si I'on utilise un autreelogic
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Figure 4.9 : Cercle de corrélation;@ G, (A; = 1.810A,=1.290)

1.5 Parametres numériques complémentaires.

Nous résumons et complétons dans ce paragraphe les résultats docésnpréent
de l'analyse en composantes principales des données Euromarket, gnagxpéur signifi-
cation au fur et & mesure.

Nous donnons ailessous un extrait des résultats numériques concernant les w@ités st
tistiques :

Axel| Cos | Axe2| Cog | Axe3| Cos | Axe4| Co<
-1.286| 0.135| 2.822| 0.653] 1.569 0.202| 0.350 0.010
0.023] 0.001] 0.464, 0.211] 0.881 0.762 0.164| 0.026
0.411) 0.123] 0.309] 0.069] 0.917, 0.614| 0.514, 0.193
1.343] 0.720 -0.352] 0.050[ 0.759@ 0.230; 0.024{ 0.000
1.503] 0.848] -0.164| 0.010f 0.575 0.124, 0.220, 0.018

>
[

U WIN|F

Les lignes du tableau donnent les paramétres calculés sur chaque client.
Les colonnes intitulées Axe 1, Axe 2, ... donnent les coordonnées des slietds

axes principaux, c’eskdire les valeurs numeériques des composantes principales.



Chapitre 9 page 12 Analse multidimensionnelle

Les colonnes intitulées Cosontiennent un parameétre appelé cosinus carré qui indi-

que la proximité d’un client avec le point qui le représente.

Axe 3 i

2 ﬁ . Axe 1
i

Projection sur le plan
principal 1x2

Axe 2

Figure 5.9 : projection d’unités statistiques sur le plan principal 1

Le cosinus carré du client de rang 1 avec le plad ést égal a 0.135+0.653 = 0.788.
Le cosinus de I'angl® est donc de l'ordre de 0.9, ce qui signifie que l'arthlest presque
nul. On peut considérer que le client de rang est proche de sa progatie plan 12 repreé-
sentée par le chiffre 1. C’est le cas du point i’ (figure 5.9), pour lequel nous avons :

co<0 = cog6; + cosh,

Il n’en est pas de méme du client 2 : 0.001+0.211 = 0.212. Cette valeublestdiale
client 2 est mal représenté par sa projection sur le pkh:Ic’est le cas du point i (figure
5.9). Les unités statistiques i et i’ sont donc différentes toutamt projetées a proximité
I'une de l'autre . On notera qu'il est bien représenté sur le pl@n 2

Une autre propriété générale peut étre vérifiée a l'aide d'umgles calculatrice : la
somme des cosinus carrés des angles entre une unité statisthague axe est égale a 1. De
facon analogue, la somme des carrés des coefficients de conréfaine variable avec cha-

gue composante principale est égale a 1.
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2. ANALYSE DES CORRESPONDANCES

L’analyse des correspondances est plus récente que l'analyse ¢osaoiss
principaes. Elle a été proposée paP Benzecri, professeur a l'université Paris VI, a partir
des années 1965 et est trés utilisée dans les sciences humaines et coramerciale

2.1 Objectifs et données.

Ses objectifs sont les mémes que ceux de I'analyse en comppsaaoigales : c’est
une méthode descriptive qui facilite la recherche de structuredgagsands ensembles de
donnéesA l'origine, les données étudiées sont des tableaux donnant la répattithe po-
pulation suivant deux critéres qualitatifs, obtenus par exemplei gpaoigé d’un ensemble de
questionnaires recuelillis par sondage. Elles peuvent étre aussistesations de variables
quantitatives a condition tagibis qu’elles soient positives.

L’analyse factorielle des correspondances differe de I'analyssomposantes princi-
pales par la définition des unités statistiques et de la distdiisée pour les comparer. Dans
le cas de tableaux de données quantitatives positives, c'estpf@tion de la distance qui
permet de choisir entre 'ACP et 'AFC.

Les notations utilisées dans ce paragraphe sont celles du chapitre dpberagt.

Exemple : nous donnons dailessous un tableau obtenu par tri croisé. Le nombre de
personnes interrogées est égal a la somme des termes du tableau (58 fjustsiions Qet
Q2, comportant p = 3 et g = 4 modalités, sont les suivantes
Q: : fume des cigarettes brunes, blondes, ne fume pas
Q2 : mineur masculin (mm), mineur féminin (mf), majeur féminin (MBjean mas-
culin (MM).
Q2

mm| mf| MF | MM
brunes | 63 (37| 41| 47
Q.| blondes | 36 |55| 39| 38
ne fume pas34 | 27| 72| 38

Le test d’indépendance ¢d aboutit au rejet de I'indépendance de @ Q :
X2 = 35.726 degré de libert& = 6 Probabilité critique P§*>35.726) = 0
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2.2 Unités statistiques.

Les unités statistiques que I'on étudie par I'analyse des corresmasdsont particu-
lieres : il ne s’agit pas des personnes interrogées, maigukatitions de leurs réponses sui-
vant les modalités des deux questions. L’AFC compléte le test géndance dy’ en deux
variables qualitatives (cf. chapitre 6) en précisant la relation qui peut exterelles.

Les répartitions marginales sont obtenues par ce que I'on appetiisia plat. Elles
donnent les pourcentages de réponses a chaque modalité de chaque quektitotabdes

réponses. On note

PR =(p.)i=1, ..., p: répartition des réponses a la questipauiyant les modali-
tés X%, Xz, ...(en propdaions)

« Py=(py) =1, ..., q:répartition des réponses a la questipsulyant les modali-

tés i, Yo, ...(en propdaions)

Exemple : nous donnons alessous les répartitions
» Répartition des personnes interrogées suivant qu’elles fument des bruses, de

blondes ou gqu’elles ne fument pas

brunes | blondeg non fumeurs
P, | 0.357 | 0.319 0.324

» Répartition des gens interrogés suivant qu’ils sont mineurs masculingjriine
féminins, majeurs masculins, majeurs féminins

mm mf MF MM
P, 0.252 0.226 0.288 0.233

Les unités statistiques sont des répartitions conditionnelles, querbéére souvent
appelemprofils : elles sont définies par les répartitions dgmnses a la question, @es gens
qui ont donné une réponse fixée g € inversement. On définit ainsi deux types de profils :
les profils lignes et les profils colonnes. Les profils ligres siotés P et les profils colonnes
P/. En général, on les exprime en pourcentages, mais les calculs soatsdfigctués sur les

proportions.
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lls sont affectés de poids, définis par les répartitions maeginadé poids affecté a une
modalité de réponse est égal a la proportion de gens ayant chieisnodalité dans la totalité
des personnes interrogees.

Les répartitions marginales possedent une propriété fondamentalérgerprétation

des résultats : ce sont les centres de gravité des profils.

Exemple: Dans le tableau précédent, les profils lignes sont
* larépartition des fumeurs de blondes suivant I'age et le sexe
» larépartition des fumeurs de brunes suivant I'age et le sexe
» larépartition des notiumeurs suivant I'age et le sexe

mm | mf | MF | MM |total| poids
profil brunes |0.335/0.197/0.218/0.250, 1 |0.357
profil blondes |0.214]0.327/0.232/0.226| 1 |0.319

profil non fumeur [0.199/0.158/0.421]0.222] 1 (0.324

centre de gravité §0.252/0.226/0.288/0.233] 1

profils lignes B

Le centre de gravité est obtenu de la fagon suivante

mm mf MF MM
0.357 x 0.335| 0.357 x 0.197| 0.357 x0.218| 0.357 x 0.250
+0.319 x 0.214+ 0.319 x 0.327+ 0.319 x 0.232+ 0.319 x 0.226
+0.324 x 0.199+ 0.324 x 0.158+ 0.324 x 0.421+ 0.324 x 0.222
=0.252 =0.226 =0.288 =0.233.

Les profils colonnes Psont:

» la répartition des mineurs masculins suivant qu’ils sont fumeurs de blafeles,
brunes, ou non fumeurs

* la répartition des mineurs féminins suivant qu’ils sont fumeurs de blodées,
brunes, ou non fumeurs

» la répartition des majeurs masculins suivant qu’ils sont fumeurs de blafeles,
brunes, ou non fumeurs

* la répartition des majeurs féminins suivant qu’ils sont fumeurs de blodées,

brunes, ou non fumeurs.
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centre
de gravité P
brunes 0.474 0.311 0.270 0.382 0.357
blondes 0.271 0.462 0.257 0.309 0.319
non fumeur 0.256 0.227 0.474 0.309 0.324
total 1 1 1 1 1
poids 0.252 0.226 0.288 0.233

profils colonnes P

profil mm| profil mf| profil MF | profil MM

Le calcul du centre de gravité est analogue au précédent.

2.3 Notion de distance entre deux profils.

La distance utilisée pour comparer deux profils s’appelle la distange du

Définitions :
« La distance di? entre deux profils lignes;Ret B est définie par son carré de la

facon suvante :

d’(i,i) =
j

[p' —n"1%/p,

M a

1

+ Ladistance di? entre deux profils colonnes Bt B est définie par son carré de

la fagcon swante :

d¥i,i) =
j

Mo

[pl—p"%/p.
1

Exemple : nous avons calculé les distances dtentre les profils lignes et entre les
profils colonnes du tableau de contingence précédent. Nous donroessous le détail du

calcul entre deux profils lignes

Y1 Y2 Y3 Y4
profil brunes [0.335/0.197/0.218|0.250

profil blondes |0.214]0.327|0.232|0.226
centre de gravité §0.252/0.226|0.288| 0.233
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d?(x1, %) = (0.335-0.214)0.252 + (0.1970.3275/0.226
+ (0.2180.232¥/0.288 + (0.2560.226¥/0.233
La totalité des carrés des distances entre les profils lignks girofils colonnes sont

donnés dans lagsbleaux cidessous :

X1 X2 X3
x; 0.000
Xo 0.136 0.000
X3 0.226 0.252 0.000

Distances entre les profils lignes

Y1 Vi Y3 Ya
y: 0.000
y. 0.192 0.000
ys 0.264 0.325 0.000
ys 0.037 0.109 0.128 0.000

Distances entre les profils colonnes

L'usage de la distance dif pour comparer les profils est justifié par ses propriétés
mathématiques, en particulier par les propriétés suivantes :

Propriétés de la distance d?:

Soit X? la statistique utilisée dans le test d'indépendancg’dde Pearson et N la
somme du tableau (cf. chapitre 6, paragraphe 3.2). Onttadnes propriétés suivantes
* La moyenne des carrés des distances au centre de gravité pqatéltés
poids des profils est égale &/X ;
* La moyenne des carrés des distances entre les profils pondétésppaauit

de leurs poids est égale &X.

Exemple : le détail des calculs pour vérifier numeériquement la seconde propriété dans

le cas des profilagnes est donné-dessous :

p. p2. (1,2) + pa. ps. d(1,3) + p2. pa. (2, 3) = X°IN
0.357x0.31% 0.136 | + 0.357x 0.324x0.226 | + 0.319x 0.324x 0.252| = 35.726 / 527

2.4 Description d'un ensemble de profils. Définitins.

La description de chaque ensemble de profils est effectuée caomamalgse en com-
posantes principales. Oecherche les axes les plus proches des points au sens de la distance

du x? et sous contrainte d’orthogonalité. Les coordonnées sur ces axesseéfimies varia-
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bles appelées ici souvefacteursau lieu de composantes principales, et les variances de ces
variables sont appelées valeurs propres, ou eireenties expliquées

Définitions et propriétés :

* Les facteurs principaux sont les composantes principales

* ils sont centrés et non corrélés deux a deux

» la variance d'un facteur, appelée inertie expliquée par I'axesgede a la aleur
propre associee.

e le nombre de valeurs propres non nulles est inférieur ou égal au nonilyeese

moins un et au nombre de colonnes moins un.

La somme des inerties est égale’dNX I'analyse factorielle des correspondances ap-
parait ici comme une déeposition de la statistique®Utilisée dans le test d'indépendance :
chaque axe principal caractérise une certaine liaison, indépendsuatetics, dans I'ordre des
valeurs propres croissantes.

Une différence importante avec I'analyse en composantes princgstlés pondéra-
tion des profils. Il est fréquent de compléter les résultats ngunedr associés a chaque profil
par un critere tenant compte de cette pondération, appelé « contribldiorera I'inertie »,
qui mesure 'importance du profil dans l'inertie expliqguée par I'axe (la vafjance

Considérons par exemple les profils lignes. Leurs coordonnées ik €e@nt notées
a(d)i=1, ...,p,onadapres les propriétés précédentes

p

M= 2 pi.ai)?
i=1

La contribution relative du profil a l'inertie expliquée par I'axe est par définition le
rapport p. 6(i)® / A\; exprimé en général en pourcentage. La somme de ces pourcentages doi

étre égale a 100% pour chaque facteur.

Exemple : nous donnons galessous les résultats numériques de I'analyse factorielle

des correspondances du tableau de contingence:
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axe 1l axe 2

poids| C(i) |Cos?(i)| Contrib(i)|] C(i) |Cos?(i)| Contrib(i)
brunes [0.357/-0.128| 0.331 12.9 ]-0.181] 0.669 51.4
blondes [0.319(-0.168| 0.449| 20.0 |0.186| 0.551| 48.2

ne fume pag0.324| 0.305| 0.997 67.1 |0.017| 0.003 0.4

Coordonnées des profils lignes

axe 1 axe 2

poids| C() | Cos?(j)| Contrib() | C(j) | Cos?(j) | Contrib(j)
mm | 0.252| -0.131| 0.286 9.7 -0.207| 0.714 47.5
mf | 0.226| -0.226| 0.513 25.7 0.220 | 0.487 48.0
MF | 0.288| 0.316 | 0.980 64.1 0.045 | 0.020 2.5
MM | 0.233] -0.030| 0.312 0.5 -0.044| 0.688 2.0

Coordonnées des profils colonnes

On pourra vérifier toutes les propriétés des facteurs donnédessius a I'aide d’'une

simple calculatrice.

2.5 Représentation graphique simultanée.

Les deux ensembles de profils, étudiés jusqu’ici séparément, soehli@it par une
relation de dualité qui facilite I'interprétation des facteurstt€relation est définie par les
propriétés suivantes :

 les valeurs propres calculées dans chaque ensemble de profilsaesit €g

 les facteurs d’'un ensemble de profils sont liés aux facteurs de l'autre.

La seconde propriété permet de représenter sur un méme graphiglengeprinci-
paux des deux ensembles de profils et d’interpréter la proximitél@gnement de deux

points caractérisant I'un un profil ligne, I'autre un profil colonne.

Exemple : nous avons représenté les profils lignes et colonnes dans un systense d’axe
orthonormés caraétisant les facteurs principaux. L’'origine des axes caractérise lestgoi
moyens, c’esa-dire les répartitions marginales du tableau.

Nous avons caractérisé les profils par des abréviations pour interpréter le graphique

 mm et mf désignent respectivement les mineurs masculins et féminins

« MM et MF désignent respectivement les majeurs masculins et féminins

e brunes désigne les fumeurs de brunes

etc.
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mt /}\ BAxe 2
blondes |
I
|
|
|
I
|
|
| ME
| non fumeur
————————————————————————————— e
Axe 1
M M

bhrunes
mm

Figure 6.9 : Plan principal 1x 2A4¢ = 0.045) axe vertical 2A; = 0.023)

On ne doit pas oublier que les comparaisons utilisent les répartitions madegi
comme références. En particulier, lorsqu’une répartition marginale estcagibrée, il est
indispensable d’en avoir bien mémorisé les préps avant d’effectuer les interprétations.

On peut interpréter les distances entre les profils lignes deelaarfacon qu’en ana-
lyse en composantes principales. De méme pour les distances engrefilsscolonnes. La
dualité entre les deux ensembles donne linterprétation de la proxentit® un profil ligne et
un profil colonne. Ainsi :

* dans le profil blondes, la modalit¢é mineur féminin est plus fréequente qu’en
moyenne, les modalités mineur masculin et majeur féminin moins fréquentes ;

» dans le profil majeur masculin, la répartition entre fumeurs de brunes, fumeurs de
blondes et non fumeurs est proche de la répartition dans la population, avec ungipropo
|égerement supérieure pour les brunes ;

il y a un nombre relativement important de femmes majeures parnmotes
fumeurs, et inversement rakaement peu de fumeurs de blondes ou de brunes.

On peut vérifier ces interprétations sur les tableaux des profils, en comparargraux c

tres de gravité correspondants.
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3. AUTRES METHODES.

Il existe beaucoup d’autres méthodes d’'analyse de données multidimehssonne
analyse canonigue, analyse factorielle des correspondances multiph®,s en présentons
rapidement deux autres fréquemment utilisées en techniques de ciafisation : 'analyse

factorielle discriminante et la class#ton.

3.1 Analyse factorielle discriminante.

L’analyse factorielle discriminante établit la relation erlas groupes d’unités statisti-
ques définis par une variabledijtative et plusieurs variables quantitatives. Elle présente la

particularité de proposer une regle de classement des unités statistiques.

Exemple nous avons constitué trois groupes de clients d’Euromarket : les slient
sans enfants (groupe 1), les familles classiques ayant 1 ou deux enfants @retipes fa-
milles nombreuses (3 ou 4 enfants). La question a laquelle I'analyse fetdrseriminante
permet de répondre concerne la liaison entre les groupes de famillegistamds, classiques,
nombreuses), et les variables quantitatives observées (revenu, montaathdes age).
L'objectif final est d’affecter un client supplémentaire a un groupeadglles suivant ses

caractéristiques.

La méthodologie est fondée sur la décomposition de la variance loesqueités sta-
tistiqgues sont réparties en plusieurs groupes. C’est une proprié@ugiavons déja vue pré-
cédemment (chapitre 7, paragraphe 2.2), que nous rappelorenrapid

Soit X une variable statistique observée sur n unités statisti§padies en k groupes
I, I2, ..., I, ... k., d'effectifs n, ny, ..., N, ... n.. Le nombre total d’observations est égal a n :

N=m+mp+..+n+ ..

On note m et’sla moyenne et la variance de la variable X dans la totalité de la popula

tionetm, my, ..., m, ..., mcet s s° ..., 55 ..., % dans chaque groupe. On a alors les rela-

tions cidessous :

1k 1k 1k
m=— s nm f=— 3 nMm-mf+— 3 ng
n =1 n =1 n =1

2
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La seconde formule exprime la variance totafé ¢emme la somme de la variance
«inter » (premier terme :a&iance des moyennes pondérées) et de la moyenne des variances
«intra » (second terme).

Lorsque les groupes sont tres différents les uns des autresalaceanter est élevée
relativement & la variance totale, et les variances intrafaités, ce qui signifie qu’au sein
d’'un groupe donné, les unités statistiques sont proches de la moyenngroepee Inverse-
ment, si les groupes sont mélangés, cela signifie que les moyameaelatvement proches
les unes des autres, et que les observations d’'un méme groupe sowerfodispersées. On

mesure cette « discrimination » par le rapport de corrélation

Définition : on appelle rapport de corrélation le rapport de la variance ilteva
riance totale.

Ce rapport est toujours compris entre 0 et 1. Ses propriétés sont les suivantes :
e plus il est proche de 1, plus la variance inter est élevée, plusriesces intra
sont faibles (par rapport a la variance totale) et plus forte est la disatiomin

+—o—a—0 03] -+ o 9 —a"3; ng—0—0—0—0—0—0%

Cheervations dugroupe 1 o Observations du groupe 2 ®  Observations du groupe 3 @
Iovenne : (51 Mloyenne ; (32 Moyenne : 53

Figure 7.9 : rapport de corrélation proche de 1, bonne discrimination

* plus il est proche de 0, plus la variance inter est faible, plus les variatreesont

élevées, et moins la diserination est forte.
R R R kL LT = Y
Observations du groupe 1 o Ohbservations du groupe 2 ®  Observations du groupe 3 @
Ioyenne - 51 Iovenne : G2 Moyenne | G3
Figure 8.9 : rapport de corrélation proche de 0, mauvaise discrimination
Pour en appcier la taille, on peut linterpréter approximativement commedeeé

d’'un coefficient de corrélation linéaire (il existe un test dlié§ a O fondé sur la loi de Fisher

Snedecor).
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Cette propriété est vraie quelle que soit la variable quantitedinvsidérée X. Lorsque
I'on dispose de plusieurs variableg, X, ..., Xj, ..., X, que I'on suppose centrées réduites,
on peut donc considérer 'ensemble desandes Y de la forme

Y=ur X1+ Xo+...+yXj+..+4Xp

les coefficients y W, ..., y, ..., Y, étant des nombres réels quelconques.

L’analyse factorielle discriminante consiste a cherchecaefficients de fagon que le
rapport de corrélation de Y soit le plus élevé possible. Les vateysenne de cette variable
Y calculées dans chaque groupe sont les plus dispersées possilole @el lsevariance (inter)
et inversement les valeurs de Y prises par les unités isiatistde chaque groupe sont
concentrées autour de la moyenne de ce groupe (variance intch$ctiminationest maxi-
male. On détermine ainsi la premiere composante dis@inte, dont le rapport de corrélation
est appel@ouvoir discriminant

On cherche ensuite une autre suite de coefficients maximisaappert de corrél-
ation, de facon que la seconde composante discriminante soit non car&lgeécédente et
ainsi de suite.

On trouve un nombre de composantes discriminantes inférieur ou égal ate roambr
groupes diminué de 1. Parmi ces composantes discriminantes, on ne eomisigénéral que
les premiéres (2 ou 3). Et c’est a I'aide de ces composantesniligntes que I'on classe les

unités statistiques.

3.2 Exemple d’analyse factorielle discriminante.

Les familles clientes d’Euromarket étant réparties en gaspes suivant le nombre
d’enfants, le nombre d’axes discriminants est égal a 2, eptésentation du plan discrimi-
nant 1x 2 est donnée en figure 6.9, chaque client étant représenté par le @guptil ap-
partient.

Le pouvoir discriminant de la premiere composante discriminante (0.&2)aue lé-
gérement supérieur au rapport de corrélation du montant des achats d0qt&l), elle est
fortement corrélée (0.893). Celui de la seconde reste relativement éleve (0.25).

On a également représenté les centres de grayit€, @&t G de ces groupes en élé-
ments supplémentaires — c'@stlire qu’ils n‘ont pas été pris en compte dans le calcul des

axes discriminants.
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Figure 9.9 : plan discriminant 1 x 2

On note que le groupe 1 est nettement plus &gé en moyenne que leatckspgae
son revenu est légerement plus faible et que c’est le montaathkgs qui différencie le plus
le groupe 2 (un ou deux enfants) du groupe 3 (trois ou quatre enfants). Cn quaees
composantes discriminantes, toujours non corrélées, ne sont pas ici indégpenda distin-

gue une liaison non linéaire sur la figure 9.

effectif| age | revenu | achats
Groupel 6 |50.67| 87 383.8209.2233
Groupe 2 31 |38.90 107 314.4238.4945
Groupe 3 13 |37.92/117 763.5553.7369

Moyennes des variables par groupes
(centres de gravité)

La regle d’affectation d’un client a un groupe est iaaute:

» on calcule la distance du client aux centres de gravité des group@s Gs.

» on affecte le client au groupe dont le centre de gravité est le plus proche.

On note alors quelques cas particuliers, indiqués par leur randigueitdans la fi-
gure 7.9 : le client 32 appartient au groupe 1, le 8 appartient au groep262appartient au
groupe 3.
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D’une fagon plus générale, on calcule le tableau donnant la répadiisodients sui-
vant le groupe auquel ils appartiennent (en ligne) et le groupe algysehi affectés (en co-

lonne) :
112 |3
1/14|1 |1
2/1/28|2
3/0/3 |10

Tableau de classement appartenance x affectation

e Sur les six clients du groupe 1, quatre sont bien classés, un s dins le
groupe 2 et un dans le groupe 3.

e Sur les trentetun clients du groupe 2, I'un est classé dans le groupe 1, deux
dans le groupe 3.

* Sur les treize clients du groupe 3, trois sont classés dans le groupe 2.

On calcule fréquemment pour résumer ce tableau le pourcentagenadabses, égal
ici a 84%.

Considérons maintenant un client X agé de 38 ans, dont le revenu est de &0fOF
a dépensé 357F. L'analyse discriminante propose de I'affecter dangdds$ trois groupes en

fonction de sa distance aux centres de gravité de chaque groupe :

Groupe 1:2.601287| Groupe 2 : 0.952069[/Groupe 3 : 3.235366

Ce client est beaucoup plus proche du centre de gravité du groupe 2 quiedesih
a vraisemhkdblement, d’apres I'analyse, un ou deux enfants.

Cette analyse demande toutefois une grande prudence : le nombre diatitégies
doit étre élevé (50 est la plupart du temps trés insuffisamiridore de variables faible, et la
regle d’affectation a un groupe est discutable.

L’analyse discriminante, comme la régression linéaire, donneédakats dont la va-
lidation est indispensable. Il existe plusieurs fagons de contedaésultats. La plus simple
est d’appliquer la regle choisie sur un échantillon test permet@rdomparer le groupe
d’affectation au groupe auquel l'u.s. appartient effectivement uildesposer pour cela d’'un
effectif suffisant. Une autre facon est de calculer le pourgentke bien classés en cas
d’affectation aléatoire : on trouve ici 33% en affectant chaque urs géoupe avec la proba-
bilité 1/3. Notons qu’en affectant systématiquement les u.s. au groeipsi Bs proportions

de I'échantillon sont respectées dans la population, le pourcentagenddas&es est égal a
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28/50 x 100% = 56%. Ce pourcentage ne mesure donc pas la validité gle deréacon sa-
tisfaisante. C’est pourquoi on peut procéder enfin a une chaotisatioécantillon de cal-
cul : on tire au hasard les groupes auxquels sont censés appastefisdevations, et, aprés
avoir effectué I'analyse, on détermine le pourcentage de biesl&iisce pourcentage reste
du méme ordre gu’avec les groupes réels, c’est que la discriomimaést pas satisfsante.
Nous avons effectué dix fois cette chaotisation et trouvé les poagesrguivants : 38%, 6%,
24%, 8%, 42%, 24%, 50%, 44%, 24%, 32%. Le pourcentage de 80% est donisaatiie
pourrait augmenter le nombre de chaotisations).

La régle de décision utilisée précédemment est élémentlie n'est justifiée que
sous des hypothéses contraignantes (matrice de covariances des goosfmges). On pré-
fere souvent utiliser comme regle d’affectation I'une de cejlessnous donnons dans le para-
graphe suivant. On consultera aussi I'application « vers d’autres dgldécision. » Les tests
statistiques ne peuvent étre utilisés que si les variables caesid®iivent la loi normale (ce
gui n'est pas le cas dans le fichier EUROMARKET).

3.3 Classification et regles d’affectation.

La classification rassemble des procédures surtout informatigtaésnient différen-
tes des analyses factorielles précédentes. Le modéle mathérest beaucoup moins déve-
loppé, et les difficultés des méthodes sont surtout algddines et informatiques.

Toutes les procédures de classification suivent la méme démarche

e on compare des objets, qui peuvent étre des unités statistiques oualdssyari

e on définit une notion de distance, qui généralise la notion utilisée &rseaffiac-
torielle;

e on choisit une régle d’'affectation d’'un objet a un groupe d’objets pour dege
groupes homogeénes.

La notion de distance est frequemment appelée dissimilarité, gqpastie ne vérifie
pas nécessairement les hypotheses d’'une distance mathématiglgpdtbeses qu’elle doit
vérifier sont les suivantes

* la dissimilarité d’'un objet a un autre est positive ou rnulle

* la dissimilarité d’'un objet a luinéme est nulle.
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Pour rassembler les objets qui se ressemblent, il faut défidistance entre un objet
et un groupe et plus généaalent entre deux groupes d’objets. Plusieurs choix pour définir la
dissimilarité entre deux groupes sont possibles, pasauéds (figure 10.9) :

» ladistance la plus petite entre deux objets pris dans chaque groupe

» ladistance la plus grande entre deux objets pris dans chaque groupe

» la distance moyenne entre les objets pris dans chaque groupe

* la distance entre les centres de gravité.

Groupe 2

Groupe 1

Groupe 3

Figure 10.9 : disance entre un olgedt des groupes
distance entre deux groupes

On observe la diversité des proximités suivant le critére chol%bjet o est affecté
au groupe 1 (distance au centre de gravité) ou au groupe 2 (groupe de I'objet le plus proche).

La procédure consiste alors a calculer les distances entreesonisjets, a grouper les
deux objets les plus proches pour en constituer un autre qui les rengblaceecommencer
jusqu’a I'obtention d’'un seul groupe constitué de tous les objets.

En figure 10.9, suivant la régle choisie, les groupgest@&s sont réunis (distance entre
les centres de gravité), oy € G (suivant le plus proche voisin).

La liberté qui est laissée dans le choix de la distance sgqida représentation gra-
phique des objets conformément a leurs distances réciproques pelitfiétie En particu-
lier, il N'est pas toujours possible de les représenter géométrauielans un systéeme d’axes.
On utilise souvent pour effectuer cette représentation une arboresgaad’on appelle aussi
dendogramme, analogue a 'arbre de classifin des espéces bien connu en biologie.
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3.4 Exemple.

Nous avons effectué la classification des clients d’Euromarkebmesidérant comme
distance entre deux clients celle qui est définie par la sodesearrés des différences des
variables centrées réduites, comme en analyse en composantgmlasna@t en choisissant
comme critere d’agrégation le critére de minimisation de la variance.

Le dendogramme que I'on obtient est donné en figure 11.9. Il peut étse ykilur
classer les clients en un nombre de groupes fixé, par une procéduée appecature. Par
exemple, pour un nombre de groupes égal a 4, on obtient la partition suivante
Classe n®° 1| 1|8|10|12|25|27|31|39|43
Classen®°2|2|3|14|16|17|19|21|23|24|26(33|34(35(36(38(41(42|44|47
Classen® 3|4 |5(13|18| 2 |22|28(29| 3 |32| 4 |48|49| 5
67|9|11|15|37|45|46

Classe n® 4

Partition en 4 classes
Les groupes obtenus n'apparaissent guere sur le plan principal que noud@vuis
en figure 3.9. La distance considérée est la méme, mais sance’gbparaissent que les dis-
tances reconstruites par les deux premiers axes : cela explique landdfére
Cela explique aussi que souvent, on préfere effectuer cettdictdssi sur les com-
posantes principales ou les facteurs préalablement sélectionnéstréve des groupes co-

hérents avec I'analyse factorielle.
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1
1
Hggl___ i Claszze =

Troncature pour obtenir 4
classes

039-! Classe 1

Figure 11.9 : dendogramme des clients d’Euromarket
(distance euclidienne sur les données centrées réduites,
agrégation suivant la variance minimale)
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CONCLUSION

Nous avons présenté dans ce chapitre les méthodes d’analyse mo#tidimelle les
plus fréequemment utilisées en France. Il en existe beaucoup d'axdgrese I'analyse des
correspondances multiples, I'analyse canonique, que nous appliguons dans dedeétades
figurant dans les applications pédagogiques. Ces deux derniéres méthadassez particu-
lieres : l'analyse des correspondances multiples, trés utililsges les dépouillements
d’enquéte, donne des résultats souvent bien difficiles a interpréteérde que I'analyse ca-
nonigque pourtant fréquemment utilisée aux Ethts et au Royaumeni.

Le développement de ces méthodes, au plan méthodologique comme au plan numéri-
que, suit celui de l'informatique. Les données que I'on pouvait analyselesisystemes in-
formatiques puissants des années 1970 peuvent maintenant étre seaigedgficulté sur un
micro-ordinateur, et de nombreuses méthodes, nécessitant une puissance ak g@lsien
plus importante, apparaissent régulierement. On peut citer deux tesdanplan méthodo-
logique : I'analyse de tableaux multiples, par exemple un mémeataldéichelonné dans le
temps (J. Pageés, B. Escofier) et 'analyse de données textuelles (F..Lebart)

La facilité avec laquelle on peut effectuer une analyse mukitsionnelle présente
des inconvénients : elle cache la complexité de la méthode igtetist reduit I'analyse
sciertifique des données préalable a I'analyse statistique. On pourla leete « L’illusion
du savoir » sur les problemes posés par linfluence de la démaremtifiste sur les

sciences humaines dans la rubrigugclesdu site SMASH.
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