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Chapitre 8

ANALYSE DES SERIES
CHRONOLOGIQUES

Nous abordons dans ce chapitre I'analyse de données statistiquadi@aasien ce
sens que les observations sont régulierement échelonnées dans l€Ceggsre de données
est bien connu en économie : la guasalité des indices de prix, de production etc. sont cal-
culés régulierement par 'INSEE ou d’autres établissemersnstituent ce que I'on appelle
des séries chronologiques. Elles sont fréequentes aussi en gestioeillasice du niveau des
stocks, suivi des ratios d’'une entreprise etc.... Leur particulddté de I'introduction du
temps dans I'analyse de ces données : on étudie une suite de couplésme (t, ¥, ou %

est I'observation de la variable a I'instant t.

1. DESCRIPTION D'UNE SERIE CHRONOLOGIQUE.

On distingue en général trois effets constitutifs d’une série chronologique
e Un effet a long terme, appelée tendance (on ajoute parfois a lomg) teompo-

sante tendancielle ou trend ;
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* Un effet dit saisonnier, qui réapparait a intervalles réguliees effet se traduit par
une composante de la série appelée composante saisonniére.
* Un effet inexpliqué : cet effet, que I'on suppose en général di au hsesamani-
feste par des variations accidentelles.
Dans les séries économiques longues, on cite souvent un effet supplemerdat ce
que l'on appelle le cycle de Kondratiev, qui résulte du fait que, suavéiméorie de Kondra-
tiev, a une période de prospérité économique succede mécaniqguement unedeédiéoles-

sion.

1.1 Description de la tendance.

La description initiale de la tendance repose sur linterprétdeola représentation

graphigue de la série.

Définition : on appelle tendance (ou variation a long terme ou trend) de daxskri

série ¢résultant de la totalité des effets permanents auxquels est soumise ¥a séri

Exemple : Nous donnons alessous les cours (&0 du titre Alcatel de code sicovam
13000 du 4 janvier (n°1) au 5 mars 1999 (n°45). L'unité de temps est le jour boetseer,
cours est déterminé par l'offre et la demande atfsnes déterminées par I'évolution éco-
nomique. Les données figurent sur le site (paramétres Alcatel.par)

109.500 |10 |103.750 |19 |100.100 |28 |94.000 |37 [99.950
113.200 |11 |105.400 |20 [101.800 |29 |94.600 |38 |103.150
119.700 |12 [101.175]21 [102.450 |30 |96.425 |39 [101.250
122.350 |13 [101.100 |22 |100.600 |31 |94.025 |40 |98.450
122.900 |14 [100.150 |23 [99.200 |32 |95.350 |41 |97.550
118.250 |15 [96.050 |24 [99.200 |33 |94.175 |42 [100.000
113.550 |16 [96.950 |25 [94.375 |34 |96.600 [43 |107.050
107.700 |17 [101.000 |26 [96.350 |35 |97.250 |44 [112.900
107.400 |18 |103.000 |27 |97.250 |36 |[98.500 [45 |[117.400

Tableau 1.8 : Cours du titre Alcatel du 4 janvier 1999 au 5 mars 1999

OR[N0 D|W[N|F

La tendance peut étre décomposée en trois phases (figure 1.8) :
» Le cours baisse du début des observations (7 janvier ) jusqu'a l'observation n°15

(c'esta-dire le 22 janvier) ;
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« De l'observation n°16 (25 janvier) a I'observation n°4{ ¢hars), le cours dimi-
nue légérement ;

» |l augmente rapidement a partir du 2 mars.

On ne distingue pas sur la figure 1.8 de variations apparaissant a intervallesargguli
. la série n'est soumis a aucun effet saisonnier visible. La compasandentelle est visuali-
sée par les petites variations de cours d'un jour a l'autre. Par exdenptaurs n°11 est supé-
rieur au cours n°10 : cela ne remet pas en cause la baisse de la tendamte temu des

cours du 7 au 22 janvier.

Série Alcatel

r
122.9
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Figure 1.8 : cours journalier du titre Alcatel

(du 4 janvier 1999 au 5 mars 1999)
Pour faire apparaitre plus clairement la tendance, il fautuettda composante acci-

94

dentelle. On utilise pour cela les moyennes mobiles définies de la fagon suivante :

Définitions :
* on appelle moyenne mobile centrée de longueur impair@k +1 a l'instant t la
valeur moyenne myaes observationS.% Xck+1, «-., X, Xt+1y -y Xtk -
MM = Xk + b X + X+ X+ o+ %) /i
« on appelle moyenne mobile centrée de longueur pare2 k a l'instant t la va-
leur moyenne mgdes observations.X Xek+1, Xe-k+2, Xt Xt+1, ---» Xtk , 1@ premiere et la der-
niere étant pondérées par 0.5 :

mmy = (0.5Xexk + Xekrr + oo F %1+ X+ Xwr + oo+ Xakat 0.5 %41) /
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Dans la premiére formule, le nombre de termes de la somrégatst X + 1 : il s'agit
bien d'une moyenne. Dans la seconde, la somme des coefficientalesh gk, puisque le
premier et le dernier sont égaux a 0.5 : il s'agit d'une moyenne pen®&ns les deux cas, le
nombre d'observations prise en compte avant l'instant t est égal drendmbservations
prises en compte aprés l'instant t : c’est pour cela que les moyennes sont diées cent

La premiére valeur d’'une moyenne mobile de longueur 4 (2)2u 5 (= 22 + 1)
que I'on peut calculer, est a I'instant t = 3, puisque la premiere observation connue est x

mmg= (0.5%x+X+x+x+05%)/4 (1=4)
MM = (X + X+ X+ X+ X) /5 (I1=5)

De facon générale, ne peut calculer de moyenne mobile en t =21,.t.=t = k puis-
que les formules ne peuvent étre appliquées que si I'on copnddexméme, si T est le nom-
bre total d'observations, on ne peut calculerrmm mm..1 puisqu'il faut connaitre.x.

L’avantage des moyennes mobiles est d'atténuer la composantenticideut en
conservant les tendances linéaires : la série est diteéée hs®t est d'autant plus lissée que la
longueur de la moyenne mobile est élevée comme on peut le congtaeifigure 3.8 sur

laquelle nous avons représenté les moyennes mobiles de longueur 14.

Exemple : nous donnons dans le tableau 2.8 un extrait des moyennes mobiles de lon-
gueur 5 et les représentations graphiques sur les figures 2.8 et 3.8 desladiire Alcatel

et des moyennes mobiles de longueur 5 et 14.

Instant| cours €) | moyenne mobilg Instant| cours €)€ | moyenne mobilg
1 109.50000 42 100.00000 103.19000

2 113.20000 43 107.05000 106.98000

3 119.70000 117.53000 44 | 112.90000

4 122.35000 119.28000 45 117.40000

Tableau 2.8 : cours du titre Alcatel du 4 janvier (n°1) au 5 mars 1999 (n°45)
moyennes mobiles de longueur 5 (extrait)

On notera que, dans les journaux financiers, les moyennes mobiles ne somt-pas ce
trées : on utilise les moyennes des 50 ou 100 dernieres observations’iagtamt|t pour
définir la tendance a l'instant t.

L'inconvénient des moyennes mobiles de longueur 14 est qu’elles ne soes dgfia
partir de la & observation et jusqu’a la 880n ne dispose d'aucune information sur la ten-

dance ni au début ni a la fin de la période d'observation. Il faut donc choigsinguéur des
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moyennes mobiles suivant le nombre d'observations et I'objectif de $analgus verrons
gue la longueur de ces m.m. dépend aussi de la période des variations saisquiefase

apparaitre la tendance.

Série Alcatel
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Figure 2.8 : cours du titre Alcatel du 4 janvier au 5 mars 1999
Moyennes mobiles de longueur 5.
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Figure 3.8 : cours du titre Alcatel du 4 janvier au 5 mars 1999
Moyennes mobiles de longueur 4.
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Théoréme: si la tendance d’une série chronologiquest linéaire et a pour équation
¢t =Bt +a, les moyennes mobiles centrées ont pour tendance la méme drenesent

d’autant plus proches que la longueur des moyennes mobiles est élevée.

Ce théoreme est démontré dans un complément pédagogique. Il peatplétécpar

I'étude de tendance de la forme=@,t> + Bt + a proposée en application pédagnee.
1.2 Description simultanée des variations saisonm&s et de la ten-

dance.

Une variation saisonniére est caractérisée par le fait@gelproduit a intervalles de

temps réguliers, d'ou d'ailleurs le terme saisonnier.

Définition : on appelle variation saisonniere d'une série chronologique a l'instaat

variation due a un effet momentané se reproduisant régulierement dans le temps.

Exemple : nous étudions la série chronologique suivante observée trimesteaiem

pendant 6 ans (tableau 3.8).

1% trimestre | 2° trimestre| 3% trimestre| 4° trimestre
Année 1 89.658 97.593 108.906 114.157
Année 2 96.205 99.399 112.763 119.185
Année3 99.602 105.192 116.556 121.911
Année 4 103.272 109.644 121.208 126.508
Année 5 105.637 113.428 125.641 131.147
Année 6 111.118 117.215 129.776 133.000

Tableau 3.8 : série chronologique 1
(période p = 4)

L’'observation de chaque trimestre est soumis a un effet particulieegient tous les

ans ; il y a donc 4 variations saisonniéres correspondant chacune a un trimestre.
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Figure 4.8 : représentation graphique de la série 1
(données observées trimestriellement pendant 6 ans)

Définition : la période notée p des variations saisonnieres est la longueimnésx@n

unités de temps séparant deux variations saisonniéres dues a un méme phénomene.

Remargue: nous supposerons dans la suite que la série est soumise a demsaria
saisonnieres de méme période p. La période est alors le nombrdaatiensasaisonnieres.
Cette hypothése n’est pas toujours réalisée au départ : les pantieanches horaires d’un
hypermarché sont soumises par exemple a une premiere variasonnsaie due a I'heure et
a une seconde due a la journée. Ce cas est traité théoriquencensigiérant une période
égale au plus petit commun multiple des deux périodes : deux variséisaanieres de pé-

riodes 4 et 6 donnent une variation saisonniére de période k2 (= 2x6).

Il n'est pas toujours facile de distinguer la tendance lorsquéitachronologique est
soumise a des variations saisonniéres. La méthode mathématiqueecansaculer les
moyennes mobiles en choisissant comme longueur la période des vagaigmmieres, de
facon a les faire disparaitre. Si la moyenne mobile choisigleesbngueur différente, les
variations saisonniéres ne sont pas toujours éliminées (cf. figures 5.8 et 6.8).

Ces moyennes mobiles ont en outre l'avantage d'atténuer lesonariaticidentelles
comme nous l'avons vu précédemment, mais l'inconvénient de n'étre ddfimiedébut ni a

la fin de la période observée.
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Exemple : on pourra comparer sur les figures 5.8 et 6.@lessous les moyennes mo-
biles de longueur 4 (dont les valeurs numériques sont données dans le tableauld Bne

gueur 5.
Série X1
133
série 1 moyennes mobiles '
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Figure 5.8 : représentation simultanée de la série 1
et des moyennes mobiles de longueur 4
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Figure 6.8 : représentation simultanée de la série 1

et des moyennes mobiles de longueur 4
Contrairement aux m.m. de longueur 4, les m.m. de longueur 5 n’éliminent pas les

riations saisonniéeres.

Théoreme: les moyennes mobiles d’'une série soumise a des variations saissnni
de période p ne sont pas soumises a ces variations saisonniévedamidueut est égale a la
période p, et plus généralement si leur longueur est un multiple de la période.
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Ce théoreme est démontré dans un complément pédagogique.

Conclusion: les moyennes mobiles d'une série chronologique dont la tendance est li
néaire et les variations saisonnieres sont de période p font agplardéndance et disparaitre

les variations saisonniéres si leur longueest égale a la période p.

2. MODELISATION ET DESAISONNALISATION.

Un modele de série chronologique est une équation précisant la fagcoasdoonipo-
santes s’articulent les unes par rapport aux autres pour conkitsrie chronologique. II
existe de tres nombreux modeles, et parmi eux deux modélegjutsssimples : le modéle
additif et le modele multiplicatif, auxquels nous nous limiterons.

Dans les deux modéles présentés, la longueur des moyennesitestaoit &tre im-
pérativement égale a la période des variations saisonniéres.

Nous avons présenté dans le tableau 3.8 les données sous une formeepartieuli
lignes, ce sont les années, et en colonnes les trimestrewmke x correspondant a 18 ob-
servation est alors notg xi donnant I'année (la ligne) et j le trimestre (la colonne).

La relation entre les indices i et j d’'une part et I'instant t d'autre parm ssivante :

t=(0-1)p+]
Exemple:
j=1|j=21]j=31]j=4
i=1(t=1({t=2|t=3|t=4
i=2|{t=5|t=6|t=7|t=8
i=3|t=9|t=1°t=11({t=12

Exemple pourn=3etp=4

Nous utiliserons cette notation trés souvent dans la suite du texte.

2.1 Modele additif de série chronologique.

La série chronologique; se décompose en une tendance nqtédes variations sai-
sonnieresgle période p (égales a 9, s, ..., $) et d'une composante accidentejle e
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Le modeéle le plus simple est le modele additif, dans lequel latiear saisonniere

s'ajoute simplement a la tendance :

pourtoutt=1, ..., T Xt=G+ts§ste

Le modele additif s'exprime donc en général de la fagon suivante :

pourtouti=1,...,n pourtoutj=1,...,p Xij=Gj+S+8a,

Le terme scaractérise la variation saisonniere a l'instant j de chaquedpé : du
trimestre j dans le cas particulier des séries 1 et 24} du mois j dans des données men-

suelles (p = 12) etc.... Les moyennes mobiles seront aussi not¢es mm

Définition : les termes;slu modéle additif exprimé sous la forme précédente sont ap-
pelés coefficients saisonniers du modeéle additif.

On peut calculer la différence entre I'observation et la tendance :
pourtouti=1,...,n pourtoutj=1, ...,p Xij—Gj=§+8

Pour un méme trimestre, la différence entre I'observationtendance est donc a peu
prés constant et égale;@n suppose que la composante accidentelle est relativement faible).
Nous avons vu précédemment que les moyennes mobiles de lohggele a la pé-
riode des variations saisonnieres sont des approximations de la ter@am=t donc consi-
dérer que la difféerence entre une observatigretxla moyenne mobile mmcorrespondante
est a peu pres constante pour j fixé :

pourtouti=1,...,n pourtoutj=1,...,p Xjj —mm;=§

Cette propriété est recherchée sur la représentation graphidaeséige x pour dé-
terminer si cette série suit un modele additif ou non. Elle peaioBservée sur la figure 5.8
dans laquelle la tendance est caractérisée par les moyennéssmdelddongueur 4 : les diffé-
rences entresxet mm, entre x et mny, entre x; et g; sont a peu prés constantes, de méme
les différences entreyet mm, Xg et mm, X1, et mmsetc.

On peut en déduire les difféerenceg x mm;. Les moyennes mobiles donnant une
premiere approximation de la tendangg les colonnes du tableau des différences contien-

nent des approximations des coefficients s
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Exemple : Les moyennes mobiles et par suite difféerenges mm; ne sont pas defi-
nies aux premier et deuxieme trimestres de la premiere annaex mioisieme et quatrieme

trimestres de la derniere (tableaux 4.8 et 5.8).

1*" trimestre| 2°trimestre | 3° trimestre | 4° trimestre
Année 1 103.39678 104.4408(
Année 2 105.14860 106.25917 107.31233 108.46114
Année3 109.65950 110.47448 111.27404 112.28937
Année 4 113.42748 114.58360 115.45379 116.22234
Année 5 117.24943 118.38337 119.64839 120.80691
Année 6 121.79719 122.54573

Tableau 4.8 : moyen

nes mobiles de longueur 4

de la série 1

1% trimestre| 2°trimestre | 3° trimeste | 4°trimestre

Année 1 5.50932 9.7158(Q

Année 2 -8.94393 -6.8605( 5.45047 10.72334

Année3 -10.05746 -5.28258 5.28226 9.62153

Année 4 -10.15538 -4.9391Q 5.75471 10.28534

Année 5 -11.61263 -4.95497 5.99271 10.33979
Année 6 -10.67929 -5.33023

Tableau 5.8 : différences entre les observations et les moyennes mobiles

de la série 1

Les différences apparaissant dans une méme colonne sont proches les uns des autres

et caractérisent le modele additif.

Les différencesx— mm; sont donc des approximations des coefficigntsear

moyenne (ou leur médiane) , pour chaque colonne j, donne une premiere estimation s

1 n
>
n i=1

(Xij —mm,)

On obtiendra enfin les estimations définitivesrscentrant ces termgs s
« on calcule la moyenne degs s

1
My = — (S'+S+...+9%)
p
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pour tout j =1, ..., p§ =g —my

Exemple : le tableau 5.8 donne les différences entre les observations et lesnesye

mobiles. On en déduit les moyennes suivantes :

s' = -10.2897

' =-5.4735| g =5.5979

s' =10.1371

* On calcule la moyenne dgs:ans = -0.007039938

» Les valeurs définitives sont obtenues en poganss— m:

s = -10.2827

S = -5.4664 | s3=5.6049

S =10.1442

reqgle de calcul des estimations des coefficients saisonniers du medalditif

. on calcule les différences entre les observations et les moyennes mobiles ;

. on calcule la moyenne ou la médiapelss différences de chaque colonne du tables

. on calcule la moyennegale ces valeurs's

. on obtient les estimationgen centrant les valeurs s§ = §' — ms.

U ;

2.2 Modele multiplicatif de série chronologique.

Le second modéle que nous étudions ici est le modéle multiplicatif suivant :

pourtoutt=1, ..., T

Xx=Gg(l+g)+a

En présentant les données comme dans le paragraphe précédent, lanmtigidiea-

tif s'exprime de la fagon suivante :

pourtouti=1,...,n

pourtoutj=1,...,p

Xij=Gj(1+9)+a8

Le terme scaractérise la variation saisonniére du trimestre j daresl@articulier des

séries 1 et 2, du mois j dans des données mensuelles etc.

On peut calculer la différence entre I'observation et la tendance :

pourtouti=1,...,n

pourtoutj=1,...,p

Xij—Gj =Gj§ * 8,

Considérons le cas particulier j = f'ttimestre de I'année i).

pourtouti=1,...,n Xj1—G1 =G1S +8€1
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La différence x1 — G1 entre l'observation et la tendance est proportionnelle a la ten-
dance ¢ : lorsque cette tendance est croissante, la difféerence augrwesatpi'elle est dé-
croissante, il diminue.

Le méme raisonnement peut évidemment étre tenu pour j fixé quelcoregudiffie-
rences permettent ainsi de déterminer si la série chronologiggiéeé suit un modéle multi-
plicatif.

Exemple : on considére la série chronologiquedgssous :

1% trimestre | 2° trimestre | 3° trimestre |4° trimestre
Année 1 224.3708 253.2811 201.2421 248.9411
Année 2 274.3807 300.1641 248.9038 298.4386
Année 3 331.9657 371.4037 303.4313 365.9029
Année 4 406.6326 437.9967 361.5774 444.8447
Année 5 488.4166 536.5268 435.5698 549.3614
Année 6 598.0016 659.2896 533.2156 669.26785

Tableau 6.8 : série chronologique 2
(modéle multiplicatif , période p = 4)

Série X2
669 .2

série 2 moyennes mobiles

2081.2

4 8 12 16 28 Z4
Figure 7.8 : série 2 et moyennes mobiles de longueur 4

Cette série est soumise a des variations saisonnieres de période tndance,
caractérisée par les moyennes mobiles de longueur 4, est croissante, et lancéfénére une
observation xet la moyenne mobile ma tendance a augmenter pour une méme variation
saisonniéere : | Les différences entrget mm, entre % et mm, entre x; et g; augmentent
visiblement, de méme que les différences entet mm, xg et mmng, x> et mm, etc. (figure
7.8).
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Pour quantifier les variations saisonniéres, on considére les rappos x
pourtouti=1, ..., npourtoutj=1, ..., pxj/G; =1+$ +8;/G

En considérant que les variations accidente|lesoat faibles par rapport a la tendance
cj et en utilisant I'approximation de la tendance par les moyenne&esamn constate donc
que les rapportsz¥ mmg, X7 / mmy, X;i/mmyg, ... sont a peu prés constants et donnent une
approximation de 1 +3sde méme les rapportg kmmy, Xg / mmg, X;2 / mmy,etc. donnent une
approximation de 1 +s

Xij
pourtoutj=1, ..., p = 1+3=S;
mm

Exemple : les tableaux 7.8 et 8.8-dessous contiennent les moyennes mobiles de la

seérie et les rapports x/ mm;.

1% trimestre | 2° trimestre | 3° trimestre | 4° trimestre
Année 1 238.210 250.322
Année 2 262.140 274.284 287.670 303.773
Année3 319.494 334.743 352.509 370.167
Année 4 385.759 402.895 422.986 445,525
Année 5 467.090 489.404 516.167 545.210
Année 6 572.761 599.955

Tableau 7.8 : moyennes mobiles de longueur 4 de la série 2

1%"trimestre | 2° trimestre | 3% trimestre |4° trimestre
Année 1 0.84481 0.99449
Année 2 1.04670 1.09435 0.86524 0.98244
Année3 1.03904 1.10952 0.86078 0.98848
Année 4 1.05411 1.08712 0.85482 0.99847
Année 5 1.04566 1.09629 0.84385 1.00761
Année 6 1.04407 1.09890

Tableau 8.8 : rapports des observations aux moyennes mobiles de la série 2

Les rapports dans chaque colonne du tableau 8.8 sont a peu peiasnten

Les rapports i / mm; sont donc des approximations des termes;lyttes|'on appelle

coefficients saisonniers dans le cas du modele multiplicatif.

Définition : les termes;S= 1 + $du modéle multiplicatif exprimé sous la forme pré-

cédente sont appelés coefficients saisonniers du modele multiplicatif.
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On obtient des premiéres estimationsd®s coefficients saisonniers en calculant la
moyenne (ou la médiane) des rapports figurant dans chaque colonne. Bgieamac les
coefficients saisonniers du modéle additif, dont la moyenne est égale a 0, on cherche des
estimations définitives;Sle moyenne 1

* on calcule la moyenne :
1

mg = — (5'+S+...+9)
p
e onpose:
pourtoutj=1,...,p §=9 /ne

Les coefficients saisonniers estimgs&ht ainsi de somme p :
1
—(S'+S'+...+5))
Mg
=P
ce qui équivaut a une moyenne dedgsile a 0 puisque I'on a51 + $.

S+S+..+S

Exemple:
» |e tableau 8.8 donne les rapports des observations aux moyennes mobiles.

* on en déduit les moyennes suivantes :

S'=1.045913| &' =1.097236| S' = 0.8539006( S;' = 0.9942986

« on calcule la moyennes dg5:3ns = .9978371

» les valeurs définitives sont obtenues de fagon que' lesiéht de moyenne 1 :

S5 =1.04818 | $=1.099614| S =0.8557515| S = 0.9964539

regle de calcul des estimations des coefficients saisonniers du modeleaentiftipl

. on calcule les rapports des observations aux moyennes mobiles ;

. on calcule la moyenne ou la médiane des rappgrtie $haque colonne du tableay ;

. on calcule la moyennegrde ces valeurs ;

. on obtient les estimations & posant;SS’ / mg'.




Chapitre 8 page 16 Analyse des séries chronologiques

2.3 Désaisonnalisation.

Les coefficients saisonniers permettent d'éliminer d'une observes effets de la va-
riation saisonniére correspondante. On obtient ainsi les valeurséesriigs variations sai-
sonniéres, ou encore les valeurs désaisonnalisées.

L'avantage de cette désaisonnalisation est de permettre laraopale deux obser-

vations soumises a des variations saisonnieres différentes.

définition : on appelle observation corrigée des variations saisonniéresla %l

obtenue en éliminant |'effet saisonnier sur la valgur x

modéle additif : Xij' = Xj—$

modeéle multiplicatif : xi;' =X/ §

Les valeurs corrigées des variations saisonniéres (expressiomtsaliwégée par

c.v.s.) caractérisent a la fois la tendance et la variation accidentelle.

Exemple : on donne cdessous les quatre derniéres observations de la série 2 (année

6) et les valeurs corrigées des variations saisonnieres :

1°" trimestre

2° trimestre

3% trimestre

4° trimestre

observations ;

598.00160

659.28960

533.21560

669.26750

valeur c.v.s. :

570.51396

599.56452

623.09629

671.64924

L'observation du deuxieme trimestre est largement supérieure & dieltroisieme,
mais c'est l'inverse pour les valeurs c.v.s. : la tendance dseresissante au troisieme tri-
mestre.

Supposons que l'observation du premier trimestre de lI'année 7 soit égale a 720.15.
Pour savoir si la tendance est restée a la hausse, on calcule la valeur désaisonnalisée :

X741 =720.15/1.04818 = 687.04771
et on la compare a la valeur désaisonnalisée du quatrieme trimestre de I'année précédente :
Xe4 = 671.649
La valeur c.v.s. %' est supérieur agy. La tendance est restée a la hausse si la diffe-

rence est supérieure a la variation accidentelle . Il faudrait donc compatéz difference a
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I'écart type des variations accidentelles, calculé sur les donnéeseamts. || semble que
dans la pratique, cette comparaison ne soit guére effectuée.

3. FILTRE DE BUYS-BALLOT.

Le filtre de BuysBallot concerne les séries chronologiques suivant un modeéle additif

et dont la tendance est lin€aire. Il consiste a estimer tasptres de ce modele suivant le
critere des moindres carrés, et permet ensuite, dans la noésle® hypothéses sont respec-
tées, d'effectuer des prévisions. Il s’agit en fait d’'une régression liméaitiple particuliére.
Lorsque la série suit le modele multiplicatif et que la tendastexponentielle, les
logarithmes des observations vérifient les conditions précédentes.uDalqrs appliquer le

filtre de BuysBallot.

3.1 Filtre de BuysBallot.

Nous supposons donc que la série etudiée suit le modele additif ettqnddace est
linéaire :
c=pt+a
Pour exprimer la tendance en fonction de la ligne i et de la cojahn&bleau, nous
utilsons la relation et les variables t, i et j données précédemment :
t=(0-1)p+]

dans laquelle i varie de 1 a n, jde 1 a p. Le nombre total T d'observations estgggal a n

Le modéle complet est le suivant :

pourtouti=1, ..., npourtoutj=1, .., p X =B [(-1) p+j]+a+0j+E&;

Les coefficients en caracteres grecs sont des coeffictbatwriques qu’il s’agit
d’estimer : on retrouve ici la notation employée dans le chapitcggeét. Les observations
de la variable expliquée sont notées igj gt les variables explicatives sont le temps t et p
variables particulieres qui n'apparaissent pas directement démsrlale et dont les coeffi-

cients de régression sont les variations saisonnigres
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Le critere des moindres carrés consiste a determiner las\@@es b, a1ss, ..., $
de fagon a minimiser la somme des carrés des différencesig— [( b(i-1) p +j + a + 8]
entre la valeur observeg et la valeur estimée par le modelgibl) p+j]+a+5s

Les valeurs obtenues sont des estimations des parametres thgdrmues Le coef-
ficient de corrélation du modeéle est le coefficient de coro#agntre les valeurs observegs x
et les valeurs estiméeg’x

On calculera les estimations des parameétres a l'aide des formules suivante

2 n n(n+1)
b=———1 % jm. - —m]
p(rf—=1) i=1 2

a = m-b(np+1)/2
S T mi-m-b[j—(p+1)2]

avec les notations suivantes :

m : moyenne de la totalité des observations
m;. : moyenne des observations de la ligne i
m.; : moyenne des observations de la colonne j

définition : les termesig=x; —[ [ b(i-1) p +j] + a + §] sont appelés résidus.

Comme en régression, la variance des résitddémend du coefficient de corrélation r
et de la variance,® des observations x de la variable expliquée :

£=06(1-F)

L'interprétation du coefficient de corrélation est délicate dartaé des séries chrono-
logiques. Il est souvent trés élevé (une valeur de 0.98 n’est pasaagejjue I'on puisse en
déduire directement que 'ajustement obtenu est satisfaisard. gaeticularité est due au fait
que la variable temps est ordonnée. Dés lors, il suffit que la tendaitccroissante ou dé-
croissante pour que le coefficient de corrélation soit élevée. iMagsdonne aucun rensei-

gnement sur la nature de la tendance, qui peut étre exponentielle ou linéaire etc.
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Exemple : le modeéle additif et I'nypothese de linéarité de la tendance deita ké

sont confirmés par la représentation graphique (figure 8.8).

Série X1

134 .4

valeur estimée

B89.6

Y g 12 16 26 z4
Figure 8.8 : représentation simultanée de la série 1, de la tendance
et des valeurs estimées par le modéle

Nous donnons les résultats partiels suivants

années| moyennes annuelles.m produits i m.
1 102.57846 102.57846
2 106.88766 213.77531
3 110.81528 332.44585
4 115.15820 460.63280
5 118.96325 594.81625
6 122.77737 736.66425

On en déduit le modele estimé par le filtre de BBgHot :

b=1.011173 a = 100.2237

S = -10.43134 | s = -5.27912

S =5.77288 s = 9.93759
r=0.99791 s2 = 0.5641465

Tableau 9.8 : paramétres du modéle linéaire additif
estimeés par le filtre de Bwygallot sur la série 1

L'ajustement peut étre considéré comme tres précis puisque feieaeide corrél-
ation entre les observationg et les estimationskest égal a 0.99791.
La série 1 n'est pas une série réelle : elle a été obtenue paiagion du modele li-
néaire additif avec comme parametres théoriques :
X =pt+a+ ot &

B=1,a=100,&=N(0,1),0, = -10,0, = -5, 03 = 5, g4 = 10.
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Les valeurs estimées sont visiblement trés proches des viléargues. La méthode
statistique permet donc de retrouver a partir des observations learsalies parametres

utilisés pour générer les données. C’est le moins qu’on pouvait en attendre.

3.2 Validation du modele linéaire et prévision.

Pour effectuer la prévision ;% de la série chronologique a l'instant t =Lip + j, on

remplace dans le modéle théorique les paramétres par leurs estimations :

xi” =b[(-1) p+j]+a+s

Ces prévisions ponctuelles peuvent étre complétées par des prévisionerpalle de
confiance, comme en régression, mais nous ne donnerons pas les foropuleaniplexes

pour étre utilisées facilement.

Exemple : Les valeurs estimées par le modele sont données par la farmule

Xij =1.011173[(#1) 4 +j] + 100.2237 + §

avec .

$1 =-10.43134s, = -5.27912 53 = 5.77288 54, = 9.93759

Les prévisions concernant I'année 7 sont les suivantes :

X7’1p =115.07169 X7’2p =121.23509 X7’3p = 133.29826 X7’4p =138.47414

Les prévisions que I'on peut effectuer apres l'estimation des giaeanme sont justi-
fiées que dans la mesure ou les hypothéses du modéles sont respectées.

Une hypothése fondamentale pour la prévision et souvent négligée est qaadi-
tions dans lesquelles la série chronologique évolue sont les mé@mestaé de la prévision
que dans le passé. Il faut noter que cette condition n’est pas toujdatiéeypar 'effet de la
prévision elleméme : par exemple, un hypermarché qui prévoit une baisse de son chiffre
d’affaires va prendre des mesures de réduction de colt, augmepidlisiée etc., de facon a
augmenter ses ventes : les décisions vont donc a I'encontre de la prévision.

Il est indispensable en outre de contréler statistiquement le méugle cela, on étu-

die les résidus;e Ces résidus possedent les propriétés mathématiques habituetesesn
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sion : ils sont centrés, indépendants de la variable explicativie iemps). Les résidus de
chaque trimestre sont en outre de moyenne nulle.

Pour que le modele soit valide, leur répartition doit étre proche de la loaleorie ne
doivent présenter pas d'évolution particuliére dans le temps, ce quelbrérifier par une
représentation graphique ou par des tests (tests de Durbin et Waisde, coefficient
d’autocorrélation de rang 1).

Rappelons enfin que la prévision’xest la prévision de la moyenne des observations
pour t fixé : l'intervalle de confiance donné par certains logi@setscelui de cette moyenne,

et non de la valeur individuelle a l'instant t.

4. LISSAGE EXPONENTIEL.

4.1 Généralités sur le lissage exponentiel.

Le lissage exponentiel est une classe de méthodes de lisssg§gedechronologiques
dont l'objectif est la prévision a court terme. Ces méthodes sontefoisdé une hypothese
fondamentale : chaque observation a I'instant t dépend des observati@teptés et d'une
variation accidentelle, et cette dépendance est plus ou moins stable dans le temps.

L'estimation ¥ de la série a l'instant t connaissapt Bst donc obtenue par une for-
mule de la forme :

X" = Qg Xo + Ot2X1 + Qr3Xo + ... +00 X1
On peut généraliser cette formule au cas ou seule I'observatiestxxonnue :
X = Qe Xo + Oth1X1 + Oth2X2 + ... +00 Xeh

Dans le premier cas, on peut prévoir a I'horizon 1 : sachaatprévoit X, l'obser-
vation suivante, et dans le cas général, on peut prévoir & I'horizorchansa, on prévoit
Xt+h. ON peut penser que plus I'horizon h est faible, meilleure est la prévision.

Les méthodes de lissage exponentiel consistent a choisir Iéisieaea; en fonction
de la série étudiée.

* Dans le cas ou la série est stationnaire (on ne distingue paxsddece a la hausse
ni a la baisse), on utilise le lissage exponentiel sinhgle coefficientsy; sont de la forme :

o =a /(1 -a)
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oua est la constante de lissage choisie de facon empirique eritde Daevaleur Id est par-
fois appelée age moyen du lissage.

» Lorsque la série présente une tendance linéaire par morcedemxd@ace peut étre
considérée comme linéaire sur une suite de quelques observatioreyt sbamise a aucune
variation saisonniere, on effectue les prévisions a l'aide du dousdgdiexponentiel. En
effet, en appliquant deux fois le lissage exponentiel simple, omdgteune suite de droites
de tendance qui ajustent les observations.

* Dans le cas d’'une série soumise a des variations saisonnieregisersotivent le

modéle de Holt et Winters, que nous expliquons rapidement dans le paragraphe 4.2.

Dans les lissages exponentiels simple et double, il y a donc uleeceastante a fixer.
Le choix peut étre empirique, c'esdire effectué par l'utilisateur en fonction de la connais-
sance qu'il a de la série. Lorsque la valeunexdépend guére que des 3 ou 4 derniéres obser-
vations, on peut choisir la constawtg@roche de 1. Inversement, si les observations antérieu-
res gardent longtemps une influence sur la valgwrxchoisirao proche de 0. On peut aussi
déterminer la constante de fagcon a minimiser la somme dés clas erreurs commises pour

I'horizon h fixé. Certains programmes proposent cette option.

Exemple: la figure 9.8 cidessous montre I'ajustement obtenu a I'horizon 1 du cours

de I'action Alcatel par un double lissage exponentiel.

126 .83 Alcatel

valeurs ajustées prévision —

/

92.52

5 18 15 28 sl 38 35 48 45

Figure 9.8 : cours du titre Alcatel et prévision a I’horizon 1
par double lissage exponentigl € 0.65)
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La constante de lissage a été déterminée de facon a minimiser la st@wmarrés
des erreursd = 0.65). La valeur prévue suit la série avec retard.

Le cours prévu a l'instant t = 46 (8 mars 1999) est égal & 122 2% cours moyen
observé de la séance est de ¥18a prévision n’est pas trés satisfaisante. Les méthodes de

prévision ne donnent pas de bons résultats sur les cours en Bourse (sinon, cela se saurait !).

4.2 Modéle de Holt et Winters.

La méthode de Holt et Winters permet en effet d'effectueprdessions sur des séries
chronologiques assez irrégulieres et soumises ou non a des vasatgmmieres suivant un
modéle additif ou multiplicatif.

Elle consiste en trois lissages exponentiels simultanés. Qmitdidnc trois parame-
tres, notés, 3 ety. A chaque instant t, elle donne une estimation

* de latendance
* du coefficient saisonnier correspondant
» de la valeur observée.

On peut choisir les coefficients arbitrairement : faibld®osiconsidere que la valeur &
I'instant t dépend d'un grand nombre d'observations antérieures, élevés damsontraire.
On peut aussi en calculer les valeurs optimales, en minimisaoirme des carrés des diffé-
rences entre les valeurs observées et estimées. On procede amsyitévisions, en consideé-

rant que la tendance suit un modéle linéaire additif ou multiplicatif & tres cooet te

Exemple : on étudie ici la série constituée du nombre trimestriel de naissances dans la
région Centre. La figure 10.8 montre une tendance assez irréguliere, avear@di®ons sai-
sonnieres de période 4.

Le filtre de BuysBallot n'est visiblement pas adapté dans ce cas particulier, et nous
appliguons ici le modeéle de Holt et Winters. Nous choisissons commesrmodabdéle dont
la tendance a court terme est lin€aire (ici, on se limite a examime succession de quelques
points), et les variations de période 4 additives. Nous fixons I'horizon a 4dgposer des

prévisions de toute l'année 1986.
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Série nais=zances

9888

/ naissances moyennes mobiles

6473 . |
72 73 74 75 76 77 78 79 8O 81 82 83 84 85

Figure 10.8 : nombre de naissances dans la région Centre de 1972 a 1985
Moyennes mobiles de longueur 4.

Les paramétres optimaux que I'on obtient en minimisant la somme des dargéto-

talité des résidus sonta = 0.9,3=0.9,y=0.1.

9888 série naissances

nalssances estimations previsions

N

5978.5

7073 74 75 T 77 78 79 80 8l 82 83 B84 B85 86

Figure 11.8 : nombre de naissances dans la région Centre de 1972 a 1985
Estimations par le modéle de Holt et Winters et prévision pour 1986

Le tableau 10.8 permet de comparer prévisions et observations de I'annéelé986 :
naissances aux deux premiers trimestres ne sont pas tres bieaesstountrairement aux

deux derniéres.

1%"trimestre| 2°trimestre | 3°trimestre | 4° trimestre
observationg 7018 7720 7415 6986
prévisions 6824 7410 7405 6984

Tableau 10.8 : nombre de naissances dans la région Centre observés et prévus en 1986




Chapitre 8 page 25 Analyse des séries chronologiques

CONCLUSION

L'analyse des séries chronologiques est un des objectifs fondamdetéanstatisti-
gue. Nous insistons sur le fait, que quelle que soit la méthode uytilifsag étre vigilant sur
les prévisions effectuées qui peuvent étre dans certains casnendlaberrantes (cf. Bensa-
ber et BleusdTrillon, p. 123, a propos du modele de Holt et Winters).

Nous conseillons fortement aux praticiens de se limiter aux métlgpdiés connais-
sent lorsqu’ils effectuent leurs prévisions. Le logiciel qu’iléisgnt doit étre sar, controlé : il
nous est arrivé d’obtenir des résultats différents sur les méomgges et par la méme mé-
thode en employant deux logiciels différents, ou d’aboutir des prévisiangestement faus-

ses puisque difféerentes des valeurs données dans les ouvrages de référence.
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