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Chapitre 7

MODELE LINEAIRE

La notion de régression est fondamentale dans toutes les sciqruepiées
puisgu’elle consiste a analyser une relation entre deux variablestqtiges et a I'exploiter
pour estimer la valeur inconnue de l'une a l'aide de la valeur connliautie. Elle est
couranment utilisée dans les techniques de gestion et de commetimaligeour expliquer
un chifre d’affaires en fonction des dépenses publicitaires, effectugrpdévisions de
bénéfices, de ventes, etc. Nous formalisons ici la démarche eutiles®s le chapitre 3 pour

calculer I'équation de la droite de régression.

1. MODELE DE REGRESSION SIMPLE.

1.1 Variable explicative et variable expliquée.

On étudie en régression deux variables quantitatives, dont l'une, amaeiékle
expliquée, est considérée comme dépendante de l'autre, appelée vaxglidatiee ou

indépendante. On note habituellement la variable expliquée Y, et la variable exphtative
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Lorsque cette dépendance est exacte, la liaison entre les deubtegaest « fonction
nelle»: a chaque valeur de X correspond une et une seule valeur possible @htey :
situation ne présente guere d’intérét pratique, la relation exacte étant toujours connue.

Lorsque la dépendance n’est pas exacte, la relation que I'on suppdse enfre les
deux variables est approximative : c’est dans ce contexte queghession apporte des
résutats intéressants.

La variable explicative X peut étre fixéepriori : on suppose par exemple que le taux
d’inflation pour I'an 2003 sera de 1.5% dans les pays de I'Union Européenne, et on en cherche
les conséquences sur différents parametres économiques (taux degeshé@uoavité,
exporgtions, ...) ou sur I'activité économique d’une entreprise : il s’agit en quelque sorte d’'un
scérario qui n'a aucune raison d’étre réalisé puisque les agents économaniastervenir
en tenant compte des résultats obtenus par la régression.

Elle peut étre aussi controlée : on mesure la consommation d’une voitureitsiess
choisies pour établir la relation entre la consommation (varialppiqaée) et la vitesse
(variable explicative).

La variable explicative peut enfin étre observée par tirage sarchadans une
population, comme dans le cas des 50 clients ’EUROMARKET : a ueer\a# la variable
X (par exenple I'age, 40 ans), il peut étre associé plusieurs valeurs dedalesexpliquée Y

(par exemple, le revenu, qui n’est pas toujours le méme chez les personnes de 40 ans).

1.2 Modele de régression.

Le modele de régression est simplement une équation censeentepréstte relation

entre les deux variables. Il s’écrit :

Y =f(X) +¢

La variable Y est donc supposée approximativement égale a une fdndgoN, le

termee caractérisant la marge d’erreur ou d’imprécision du modéle.

Définitions :
e Lavariable Y est appelée varle expliquée.

» Lavariable X est appelée varle explicative.
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» La variablec est une variable aléatoire appelée variable résiduelle.

« La variance notée;’ de la variable est appelée variance résiduelle.

On suppose en outre que le modéle vérifie deux propriétés :

* lavariable résiduelle ne dépend pas de X

* la moyenne de la variable rdaelle est nulle.

On effectue souvent I'hypothese supplémentaire que la giat la loi normale. Cette
hypothése, qui demande a étre vérifiee, permet en effet d’effeldsdests statisfues et des

estimations par intervalle de confiance.

Notre objectif est de préciser la nature de la régressidior{tdaion f), de mesurer le
degré d’'imprécision (la variance résiduelle), de détecter len@igns qui ne suivent pas le
modele et d’effectuer des prévisions de Y pour différentes valeuxs(éeentuellement par
un intervalle de confiance).

Pour effectuer la régression, on dispose de données qui se présentenf@ous soit
d’une suite de n couples [x(i), y(i)], numérotés de i = 1 a i = n (denim@ividuelles), soit
d’un tableau de corrélation, ou soit encore de données groupées ou chsggepliquons
la méthode dans le cas de données individuelles ; les formules foaleles mémes dans
tous les cas, a condition de pondérer les observations par lesfefiieets le calcul des
parametres statistiques.

Le modéle de régression est vérifié par chacune de ces observations :

Pour tout i de 1 a ny(i) = f[x(i)] + &(i)

Dans l'expression précédere§) est la variable résiduelleassociée aux observations
x(i) et y(i).

Nous noterons ms?, m,, s? les moyennes et les variances observées des x(i) et des
y(i). Les propriétés supposées de la variable résiduelle ont caronsquence que la
variance résluelle o;? est indépendante des x(i). Cette propriété est souvent appelée

« homoscédasticité » surtout dans le cas de données économiques.
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Exemple : L’hypermarché EUROMARKET envisage de commercialiser un crédit par
I'intermédiaire de sa carte de paiement et cherche un moyen de cotgdlevenus que ses
clients déclarent en sollicitant ce crédit. Les données de I'éclantdtant considérées
comme fiables, la méthode choisie consiste a établir une relationlentreenu et I'age des
clients, sur lequel il est plus difficile de tricher : le reueest ici considéré comme une
fonction approximative de I'age.

Le probleme posé est de vérifier 'existence de la liaison, d'éoigar la nature, le
degré d’'imprécision et d’établir une équation permettant d’estimeeverru d’'un client en
fonction de son age. En appliquant la formule a un client quelconque, on pourra calculer une

valeur approximative de son revenu en fonction de son age et valider ou non sa déclaration.

2. NATURE DE LA LIAISON. GRAPHIQUES.

2.1 Nature de la liaison

Le premier point de la régression est de déterminer la natuliee ldgson entre les
deux variables. On privilégie toujours en statistique la liaisguius simplé, c’esta-dire la
liaison linéaire entre les variables, de la forme

fx)=Bx+a
Nous utilisons ici les notations habituelles en statistigfieet a représentent des

paramétres théoriques de la régression, et leurs valeurs sont inconnues.

Le choix d'une liaison de nature différente doit étre argumentéummranalyse de
chacune des variables ou par une représentation graphiqgue montramteciagee la liaison
ne peut étre linéaire. Dans certains cas en effet, on sait aquiola liaison n’est pas linéaire.
Par exemple, un capital de Hoflacé a un intérét de 10% par an capitalisé n’augmente pas de
facon linéaire, mais exponentielle : la premiere année, il augment€.de déixieme de 1€
(10% de 110), la troisieme de 121 0% de 121€), ...

! C'est une démarche générale des sciences apmigpdelée « principe de parcimonie » ou « rasoir
d’Ockham ».



Chapitre 7 page 5 modéele linéaire

Il est clair que dans le cas ou le taux d’intérét n’est pagaminsge méme phénomene
did aux intéréts composés se produit et que la liaison entre le ¢rdgpmontant du capital

actualisé n’est pas en général linéaire.

2.2 Représentation graphique et courbe de régressio

Lorsque I'on ne dispose pas d'information particuliére sur les donnédsarche
initiale pour étudier la liaison entre deux variables quantitatigss de représenter
graphiguement les couples de valeurs observées. On peut alors envisager deux cas.

Si le nombre d’observations est faible, on se limite a I'analgséa repésentation
graphigue des couples dont nous avons expliqué la construction dans le c¢hafinef
contreindication, on considere la relation éventuellement mise en évidencaecbnéaire,

en prenant soin de rechercher les points aberrants.

Exemple : nous effectuons la régression du revenu des 50 clients par leur age. Pour
un nombre d’observations égal a 50, on peut se limiter a la représentation graglague
couples : nous avons déja constaté la particularité des clients de rang 25,431sat la
figure 2 du chapitre 3. En dehors de ces trois clients, on peut considérda faison est

linéaire puisqu’aucune autre relation n’apparait clairement.

Si le nombre d’observations le permet, on étudie la courbe de régreSsite courbe
représente la fonction de régression f de la méme facon quediastime représente la
densité théorique d’'une v.a.. On procede de la fagon suivante pour la construire

1) On répartit les observations de la variable explicative dans kvafies, en
repérant le rang des unités statistiques de chaque intervalle. Gheeualle est caractérisé
par son centre ,c ou sa moyenne ¢hconsidérée comme valeur approximative des
observations de l'intervalle.

2) On calcule la moyenne des observations de la variable expliquée paunities
statistiques de chaque intervalle gaEnt. On obtient k moyenneg,'mu =1, ..., k.

3) On représente graphiquement les k couple§ fm'] ou [c, m/], éventuellement

par un disque d’aire proportionnelle a I'effectif on obtient ainsi la « courbe de réggien ».
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4) On analyse ensuite le graphique comme précédemment : on supposeayubda c

de régression est linéaire sauf costrdication. La fonction f(x) est de la fornfiex +a.

Définition : on appelle courbe de régression de Y par X la représentation graphique
des couples (fh m,) ot m! et m' sont les moyennes des variables X et Y dans les grbupes

définis par des interligs sur la variable X, ou encore les centres de ces intervalles.

Exemple : Pour construire la courbe de régression du revenu par I'age, nous avons

défini 4 intervalles d’age de méme amplitude :

. . age revenu
intervall |effectif centre : :
k k | moyen rangs observations x(i) moyen
e N Cx k K
my my
37,32,11,9, 6, 18, 46, 7, 15, 30

1|[24,35[| 14 | 295 | 304 '88 400.86

49, 29, 50, 48

4, 35, 13, 16, 40, 42, 22, 5, 2, 45,
2|[35,46[| 27 | 40.5 | 39.9 |41, 3,17, 24, 34, 21, 36, 38, 20,/ 111 350.99
23, 39, 19, 47, 44, 27, 26, 12

3([46,57[| 5 51.5 496 |33,28,14,1,8 141 014.6
41[57,68]| 4 62.5 63.5 |10, 25, 43, 31 108 204
Eevenn

141814 .66

111358 .9 gk

38.36 i )
39.85 49.64 63.5A
88488.8&‘

Figure 1.7 : représentation graphique de la courbe de régression du revenu par I'age.
(origine des axes : valeurs moyennes)
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On a pour l'intervalle 4
m* = [Y10+ Y25 + Yaz + Ya1 ] / 4 = 108 204.
L’interprétation de la courbe de régression aboutit évidemment a la rmoé@mciision

que précédemment : l'intervalle 4 rend impossible une liaison linéaire.

Il existe un parametre statistique classique pour mesureoxarpté de la courbe de
régression aux valeurs observées : c'est le rapport de corréatiémpar X, qu'il ne faut pas
confondre avec le coefficient de corrélation linéaire. Il est fautda décomposition de la

variance de la variable expliquée lorsque les n observations sont réparties en k groupes.

Définitions : lorsque les n observations y(i) i = 1, ..., n sont réparties en Kk
groupes d’effectifsn
« on appelle variance totalg’da variance des observations (y(i))i=1, ..., n:

1 n

s = — = [y()-m]?
ni=1

« on appelle variance expliquée (ou intesf $a variance des moyennes/| ndes
groupes pondérées par les effectjfdes groupes

1 K
Sn = — = n(m -m)

n I=1
« on appelle variance résiduelle (ou intrd)la moyenne des variancq,’szscalculées

dans chacun des groupes pondérées par les effectds groupes.

propriété fondamentale: la variance totaler$ est égale & la somme de la variance

expliquée §° et de la variance résiduellé s

(s =s +5" |
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La propriété fondamentale que nous admettons ici est demontrée danside 7 du
chapitre 2. La notion de variance résiduelle est analogue a celie&éiintroduite dans le
modele de régression, la fonction f étant définie par la courlégassion.

Définition : on appelle rapport de corrélation de Y par rapport & X le rappoe la

variance gpliquée a la variance totale :

Propriétés du rapport de corrélation :

» le rapport de corrélation est compris entre O;et 1
* une valeur proche de 1 montre que la valeur y de la variable explignéesafie
pas beaucoup a l'intérieur de chaque classé =(8, s.% = 1), et est assez bien
déterminée par la classe a laquelle la valeur x appartient
* une valeur proche de 0 montre que les moyenr;,éssnnt tres proches les unes
des autres (€ = 0) et que la valeur x de la variable explicative X ne donne guére
d’indication sur la valeur y de la variable expliquée Y.
Le rapport de corrélation mesure la liaison entre les variaidépendamment de la
nature de cette liaison, contrairement au coefficient de corrélation qui la suppage .l
Pour en apprécier approximativement la taille, on peut en calauiacihe carrée et la
comparer a celle d'un coefficient de cdatéon. Mais, si I'on suppose que la variable Y suit la

loi normale de moyenneet de variance? dans chaque classe, il existe un test.

Théoreme: Si le rapport de corrélation théorique est nul, la statistique F :

(h-k) n?
F=0-0 -00-
(k-1) (1-n)

suit la loi de Fisher de degré de libertéXk n- k.

Test de nullité du rapport de corrélation:

« Hypothése nullen?= 0 (ou Y de méme moyenne théorique dans chaque classe).
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« Hypothése alternative® # 0 (ou au moins une moyenne différente des autres).
 Statistique du test :variable F définie précédemment.
* Reégion critique :] §, + o [, fy étant obtenu par lecture de la table de la loi de

Fisher pour un risque de premiére espece

Exemple : Le rapport de corrélation du revenu par I'age est égal a 0.2537. Le calcul
donne £ 5.21, pour une région critique ]2.81, # [avec un risque de 5%. On rejette
I’hypothese de nullité. Mais il faudrait vérifier les hypothéses sur la variablegeréaiY .

On peut aussi considérer que sa racine carrée, de l'ordre de 0.5, esvemiant

proche de 1 par analogie avec un coefficient de corrélation linéaire de 0.5 pour n = 50.

Gr. | Effectif | Moyennem | Moyenne g Variance g °
1 14 30.357 88400.857 51 643 044.836(
2 27 39.852 111350.852 589 543 173.5336
3 5 49.600 141014.600 | 1 120 468 325.8400
4 4 63.500 108204.000 | 2 621 834 260.5000
On en déduit

Variance totale de la variable expliquéé s | 877 095 300.2096
Variance expliquée de la variable expliquéé 5 222 488 353.3638
Variance résiduelle de la variable expliquée s 654 606 946.8458

Rapport de corrélation de Y parr¥ 0.2537

3. MODELE LINEAIRE.

Nous allons supposer maintenant qu’il est raisonnable de supposer qisoladntre
les deux variables étudiées soit linéaire. Le modéle de rémresexprime donc de la fagon
suivante :

y=Bx+a+e

Définition : on appelle droite de régression théorique la droite d’équatiop y =a,

et coefficients de régression théoriques les coefficeetsi.
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3.1 Critere des moindres carrés

bY

Le probleme consiste a calculer les coefficients de régresslous ne pouvons
eévidemment calculer les valeurs exactes, mais seulement desi&stia) que nous noterons b
pourf3 et a poun.

Nous avons représenté sur la figure 2 deux points i et i’ casaeteles couples [x(i),
y(i)] et [x(I"), y(i')] parmi les n couples. L'objectif estle déterminer les coefficients de la

droite y = b x + a la plus proche possible des n points.

¥

(i) :

it

bail+a

0,0 l b4

71" L (1)

Droite .
¥y=bzx+a
. L]

Figure 2.7 : critére des moindres carrés dans le modele linéaire

bx(ii+a

Plus précisément, il s’agit de reconstruire le mieux possabl@tiable Y en fonction
de la variable X, et donc de déterminer la droite de facon a ckegtermes d’erreur de la
forme e(i)=y(i) — [b x(i) + a ] soient les plus petits possible, les plus proches de 0.

Nous avons défini dans le chapitre 2 deux criteres pour mesurer iapéoge la
valeur O & ces erreurs : la somme des valeurs absolues etniee stew carrés de ces termes.
Pour des raisons diverses, de calcul en particulier, ce sontrtés cme I'on considéere
généralement (mais I'autre méthode existe) et I'amnatte donc les coefficients b et a tels que
la somme des carrés soit minimale ; d'ou I'expression « droite nu@adres carrés »,

fréguemment mployée pour désigner la droite de régression.
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3.2 Estimation des coefficients de régression.

Théoréme: les estimations b et a des coefficients de régression théoficpier sont
telles que la somme des carrés des erreurs soit la plues pediible. Elles sont données par

les formules cdessous

cov(x.y) S

b=0-00 =rxy -0
s¢ S

a=my-bm

Ces formules dépendent des moyennggetmy, de la covariance cov(x,y), des écarts
types g et §, et du coefficient de corrélation r(x,y) que l'on calculera avecféemules
adaptées au cas des données individuelles, des données groupées, ou des dablea
corrélation. Les démonstrations des formules sont données dans les noentplé
pédagogiques.

Les estimations b et a sont appelées coefficients de régressimés. Ce sont les
valeurs observées des estimateurs empiriques B et A. La droite y + a est la droite de

régression estimée (on omet souvent le terme « estimé »).

Remargue: la droite de régression passe par le point moyen :

pour X = m, on obtienty = m

Exemple : nous avons vu dans le chapitre précédent que la liaison entre I'age et le
revenu des clients de I'hypermarché peut étre considérée commieeliftFsqu’on se limite
aux personnes en activité, c'éstlire lorsqu’on élimine les clients 25, 31 et 43.

On a effectué ici la régression du revenu par I'adge tout d’abord sur toetwes |
observations, puis aprés avoir effectué cette élimination. Les ddsteggression ont pour
équations :

Estimation du Revenu = 946.14dge + 69735.75 (toutes les observations)

Estimation du Revenu = 2875.968ye- 1028.645 (aprés élimination)
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Nous avons représenté I'ensemble des 50 couples, la droite de régressimnecd
effectuant les calculs sur la totalité des observations et la droite dees&gn obtenue aprés

élimination des clients 25, 31 et 43 (figure 3).

A~
Revemn

50 obs.

age

68 ans
- O il 31

25 -
= = 43

Figure 3.7 : régression linéaire du revenu par I'age
avec et sans les clients n° 25, 31 et 43

Les deux droites de régression sont trés différentes I'une ded’al#mpremiére passe
par I'origine des axes (point moyen des 50 observations), et la secondeppadsepoint
moyen calculé sur les 47 observations, différent donc du précédent. lsedignis 25, 31 et

43 perturbent nettement leslcals.

4. ETUDE DES RESIDUS

Une régression compléte ne se limite pas au calcul des tstima il est
indispensable de valider le modéle estimé, &edite de vérifier son adéquation aux données

analysées. Pour cela, on utilise les résidus.

4.1 Résidus.

La droite de régression théorique a pour équation :
y=Bx+a
Les coefficients de régression théorigfest a sont évidemment inconnus, et on ne

dispose que des estimations b et a de ces coefficients.
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A chaque valeur x(i) on peut associer I'estimation b x(i) + ¥ dennée par la droite
de régression, et la comparer a la valeur observée y(i) : on cditisnte résidu e(i), qui est

I'écart entre la sleur observeée y(i) et la valeur b x(i) + a estimée par la régression.

Définition : on appelle résidus les erreurs observées e(i) définies par :
e()) =y() - [bx()+a]

Les résidus sont des approximations des erreurs incoafiues
e() =y() - [Bx(@) +a].

On montre qu’ils sont centrés (de moyenne nulle) et que leur covargome leur

coefficient de corrélation, avec la \abie explicative est nulle :

1 n
Me = — 3 e() =0
n i=1
1 n
cov(iex)= — 3 e() [x@- =20
my]
n i=1

Leur variance est égale a la moyenne de leurs carrés puisque leur moyenne est nulle

1 n 1 n
& = = (ei)-m)* = — = ey
n i=1 n i=1

La variance étant un ordre de grandeur des carrés des résidad, type s donne

donc un ordre de grandeur des résidus.
La variance &, que nous noterons simplemehtcenformément & l'usage, s’exprime

en fonction du coefficient de corrélation par la formuliesnte:

f=(1-Ff)s’

Exemple : Calculons quelques résidus dans la régression du revenu par I'age :

xy=5lans,y;=195888F, bx+a=1456454F e =50242.6 F
X6 =45 ans, y,s = 107808 F, b %+ a =128389.7 F e =-20581.7 F

Le coefficient de corrélation est égal a 0.6728 et son carré a 0.4527. On enldéduit

variance des résidus
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s = (1 - 0.4527) = 0.5473 x 874 467 804.91 = 478 596 229.62
L'écart type des résidus (s = 21 876F) est nettement plus petiteduiedes revenus
(=29 571.4F). L’age apporte donc une information importante sur la dispersion des

revenus observés.

4.2 Propriétés des résidus.

Le modéle théorique n’est satisfaisant que si les résidus possedeettain nmbre
de propriétés :

* Les résidus et la variable explicative doivent étre indépendantsecdad point
peut aussi étre contrélé graphiquement : on représente graphiquenanidkes [x(i), e(i)]
ou, ce qui revient au méme, les couples [b x(i) + a, e(i)] pourtdétaae liaison éventuelle
entre les deux variables [x(i)] et [e(i))]. Rappelons que detson ne peut étre linéaire
puisque le coefficient de corrélation entre les résidus et lablarexplicative est nul : on
pourra trouver par exemple un nuage de points en forme de parabole, dont nous donnons
exemple dans le chapitre 3. La vérification de cette hypothesedéstensable dans le cas
d’observations échelonnées dans le temps (cf. chapitre 8).

e On connait la propriété suivante fondamentale

f=(1-F)s’

Pour apprécier la qualité de I'ajustement linéaire, on peut doneutdisoefficient de
corrélation entre les séries [x(i)] et [y()] : un coeffitige corrélation dont le carré est proche
de 1 indique des résidus relativement petits par rapport a la eagigliiquée. Rappelons que

cela ne suffit pas a justifier le modéle linéaire.

On peut contrdler que la variable résiduellsuit la loi normale en effectuant un test
d’ajustement dux® sur les résidus, bien qu'ici ce test ne soit pas trés bien a(lapté
procédures correctes sont assez compliquées). La répartitionsidhss réuivant la regle de
classific@tion expliquée dans le chapitre 2 doit donner approximativement les p@agesnt
correspondant a la loi normale. Cette propriété est surtout utile pouereitoefficients de

régression et effectuer des prévisions a I'aide d’intervalles de confiance.
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Exemple : dans la régression du revenu par I'age (aprés élimination des clients de
rang 25, 31 et 43), I'histogramme des résidus donnéessous en figure 4 montre une
certaine asymétrie de leur répartition. La courbe superposée reprégsedansité de la loi
normale de méme moyenne et de méme variance ; lapt@®xe semble pas tres bonne, mais
il'y a peu de résidus dont la valeur absolue soit particulierement grande.

densité

0.000021

0.00001s

residus

1 2 3 4 5
19% 47% 19% 1% 4%
- 40632.14 0 7070322
Histogramme des résidus (régression du revenu par I'age)

cing classes de méme amplitude

Pour effectuer le test d’ajustement génous avons regroupé les deux derniers
intervalles de fagon a assurer la convergence de la loi de la statistfouers la loi duy®. Le
degré de liberté est donc égalva= k — | — 1 = 2, puisque seule la variance est estimée a
partir des données (k=4,1=1).

On trouve :

x*=3.911 ddl:v=2 P(X*>3.911) = 0.13899

On peut donc considérer que la répartition des résidus est gaussienne (notmis que
I'on choisit un degré de liberté égal a k — 1 au lieu de k — | — 1 commd’avoss proposé
dans le chapitre 7, la probabilité critique est égale a 0.27 : la décision est la méme).

La représentation des couples [e(i), x(i)] (figure 5), ne montre padiaison
particuliere entre les résidus et la variable explicative (les ong été renumérotées de 1 a
47) -
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Figure 5.7 : représentation graphique des couples (ages, résidus)
(47 couples)
En conclusion, le modéle de régression linéaire donne des résultats/asiatit

satisfasants.

5. PREVISIONS.

La question que I'on se pose maintenant est de savoir si le magse ajun sens sur

I'ensemble des clients, et dans quelle mesure il permet d’effectuer desoptumretes.

5.1 Estimation et intervalle de confiance de la vaéance résiduelle.

La variance résiduelle® est par définition la variance de la variable résiduel@n
en obtient une valeur approchée a I'aide de la varidgmessrésidus.

En fait, on utilise plutot le terme’s= n €/ (n-2). Ce terme posséde la propriété d'étre
sans biais : & chaque échantillon d’observations [x(i), y(i)] i=1, ..., n correspond umes?ale
et la propriété « sans biais » signifie que lorsque I'on tire ui@ténfi’échantillons de taille

n, la moyenne des’sst égale a la variance résidueilé (cf. chapitre 5).
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Définition : I'estimation « sans biaisde la variance résiduelle est égale a

n
s? = §
n-—2

& étant la variance des résidus et n le nombre d'observations.

Une autre propriété des résidus est que la variable X § / o;® suit la loi de
probabilité dux® de degré de liberté égal a2n lorsque la variable résiduelle suit la loi
normale. On peut donc en déduire I'intervalle de confiance de la varésideelle pour un
niveau de confiance fixé comme nous I'avons expliqué dans le chapitredylé différence

étant le degré de liberté et la forme de l'intervalle de confiance.

Exemple: le carré du coefficient de corrélation linéaire dans la régressionedenu
par 'age est égal a’r= 0.4527. On en déduit la variance des résidus et I'estimation sans
biais de la variance résiduelte

" =480 034 257.8 et s'*=501 369 113.7

Cherchons lintervalle de confiance de la forme }o0s [, qui donnera la valeur

maximale possible de la variance résiduelle pour un niveau de confiance choisi.
P(n $/ ®> x%005) =0.95 d'ol P(c’<n S/ x°005) =0.95

On trouve dans la table dy? pour un degré de liberté égal a 45 et un niveau de
confiance de 95%00s= 30.612. D’ou:

Intervalle de confiance de la variance [0, 737 018 493.3]

Intervalle de confiance de I'écart type [0, 27 148.08]

On notera que cet intervalle ne contient pas I'écart type de la variekiiquée

(5= 29 571.4). On a en fait testé et rejeté I'hypothese puHd.

5.2 Test sur les coefficients de régression

En régle générale on se borne a I'étude du coefficient de régrssams I'équation
y=Bx+a
On peut se poser deux questions :

. La liaison existd-elle réellement ?
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. Estil possible d’estimep a I'aide d’un intervalle de confianGe
Pour répondre a la premiére question, il faut procéder a un tésticatatsur3 : si la
valeur3 = 0 est vraisemblable compte tenu des données, on ne peut affirmarligisgon
existe. Ce test est en fait plus ou moins équivalent au test soefficient de corrélatiop

des couples [x(i),y()] i = 1, ..., n que nous avons présenté dans le chapiégepféc

Exemple: La répartition des résidus étant a peu pres normale, nous pouvons effectuer
un test sur le coefficient de corrélation. La procédure est cellenqus avons suivie dans le
chapitre 6, en testant la liaison entre I'age et le logarithme desitesvéci, nous condérons
les revenus et non leur logarithme). Les tables donnent comme@@utst, pour 45 degrés
de liberté :

0o>=0.08237 py=0.287 f,=4.05
Ce coefifcient est égal a r = 0.6728. On en déduit f = 37.22. On rejette donc

I'hnypothésep = 0 : la liaison existe indépendamment du hasard.

Définition : on appelle intervalle de confiance du coefficient de régrefsanniveau

de confiance (10@)%, I'intervalle:

s s
[b-t — b+t — ]
(n's) (n's)

dans lequelqtest choisi dans la table de Student en fonction du niveau de confiarcetl —
du degré de libert¢ = n — 2, & est I'estimateur sans biais de la variance résiduellg et s
I'écart type observé de la variable explicative.

Cet intervalle donne I'ensemble des valeurs acceptabl@s$ié contient la aeur O,
cela signifie que les données ne permettent pas d’affirmer quaetticient de régressiop

est difféerent de 0 ni que la liaison existe.

2 On raisonne ici « conditionnellement » aux obséowma, supposées donc fixées. La binormalité des
[x(1),y(i)] n'est pas une conton d’application : il suffit de la normalité da hariable résiduelle. Le degré de
liberté est diminué de 1 par rapport au test supédficient de corrélation prés€ dans le chapitre 6.
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Exemple : Le coefficient de régression b est égal a 2875.963 ; nous ne développerons
pas les calculs qui aboutissent a l'intervalle de confiance pour un niveau danuenfle
95% :

Intervalle de confiance dé: [ 1952.02, 3799.89 ]

Cet intervalle de confiance ne contient pas la valeur O : le coeffidie régressios
ne peut étre nul compte tenu des observations effectuées.

En général, on prendra garde a ne pas intétpr trop vite I'estimation b du
coefficient de régressiofi. Sa valeur numérique n’est pas suffisante pour pouvoir affirmer
gue B est non nul : pour pouvoir effectuer cette comparaison, il essgadsable de calculer
I'intervalle de confiance d@ comme cdessus , ou d’effectuer le test de Student pour tenir

compte de son écatype (ce test est effectué dans la plupart des logiciels).

5.3 Prevision ponctuelle et par intervalle de cordince.

Un des objectifs de la régression est de permettre d’effedagestimations de la
variable expliqguée en fonction de la variable explicative. On usbseent le termprévision
au lieu destimationméme si les données ne sont pas temporelles.

Le calcul est simple, mais il faut savoir précisément cel’qneestime. En effet, le
modele linéaire est le suivant :

y=Bx+a+e

On remplace bien s eta par leurs estimations b et a pour effectuer le calcul ; mais

la présence de la variable résiduelle, dont la moyenne est nullegnaet I'estimation que

I'on effectue est celle de la moyenne des y pour la valeur x choisie.

Exemple : la régression du revenu par I'age a donné I'équatiordessous (47
obsevations) :
Estimation du revenu = 2875.968ge- 1028.645
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Lorsque I'age est égal a 40 ans, l'estimation du revenu est de 114 009.86 F. La
signification précise est la suivante : la moyenne des revenus des diefisans est estimée
4114 009.86 £

Pour obtenir un intervalle de confiance de cette moyenne, il ne pafitde tenir
compte de I'écart type de la variance résiduelle : les e#tingab et a dépendent elesEme
du hesard, et il est indispensable d’en tenir compte dans les calculs.

La variance de la prévision de la moyenne pour X fixé est égale a

1 (x —

— 2 mX)2
vy = 8% [ + ]

n n s’

intervalle de confiance de la moyenne pour x fixé :

[bx+a-ty [vy]"% bx+a+§[vy]"

]

ou iy est choisi dans la table de la loi de Student en fonction du niveanfience 1- a et

du degré de liberté = n — 2 et y est donné par la formule précédente.
Exemple : I'intervalle de confiance de la moyenne des revenus des clients ates40
pour un niveau de confiance de 95% est égal a

[ 107 267.97, 120 751.74 ]

L’estimation de la moyenne des y pour X fixé n’est pas toujoursanté : on peut se

demander entre quelles limites varient les valeurs de la variablernjéiie.

intervalle de confiance d’'une valeur individuelle:

|[bx+a-tG[vy’]l/2, bx+a+4[v]"] |

ou iy est choisi dans la table de la loi de Student en fonction du niveanfience 1- a et

du degre de liberté =n— 2 et y est égal a

% De légeres différences dans les résultats nun&siqui suivent peuvent apparaitre suivant lai pigc
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1 (x—
my)?
n ns2

Exemple: I'intervalle de confiance des revenus des clients de 40 ans pour un niveau
de confiance de 95% est égal a
[ 68 440.74, 159 578.97]

Remarque: les variances précédentes montrent que les prévisions sont didugant
précises que la valeur fixée x est proche de la moyepnénwersement, plus cette valeur
s'écarte de i plus les prévisions sont imprécises.

On notera aussi que la prévision n’a de sens que si la liaisanéssitd, ce qui limite
le champ de la prévision. Effectuer une psé@n en dehors du champ a l'intérieur duquel le

modele est valide peut aboutir a des erreurs importantes.

Exemple : on ne peut pas prévoir le revenu des personnes de plus de 60 ans a l'aide
de la formule précédente puisqu’elles ont été éliminées des donnte®eue la liaison
soit linéaire. Mais le calcul numérigue est tout a fait possible. Orewhtpour la moyenne
d’age des 3 clients éliminés (63 ans et demi), un revenu moyen égih#181594.98 et un
intervalle de confiance [ 156 878.55, 206 311.40 ]. La moyenne des revenus de eats;3 cli
mf =78 777.34, est visiblement loin d’appartenir a cet intervalle de confianette erreur

est due a I'application du modele en dehors de son champ de validité.

6. INTRODUCTION A LA REGRESSION LINEAIRE MULTIPLE

6.1 Modéle linéaire multiple.

des calculs et des programmes informatiques.
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La régression linéaire simple que nous avons présentée dans |gsapzea
préadents peut étre généralisee en considérant plusieurs variabliestésgd X, Xo, ..., X,

de la varable expliquée Y. Le modele est alors le suivant :

Y=Bo+B1 Xy +B2Xo+ ... +Bp Xp+E

La terminologie et les notations sont identiques a celles que nousempit/ées en
régression linéaire simple. Les coefficie@ts B2, ..., Bp sont les coefficients de régression
théoriques, la v.e& est la variable résiduelle. La seule différence dans la ootast celle du
coefficient constant noté ifb.

Remargue: on peut considérer comme variables explicatives les puissances
successives d’'une variable X. Le modéle obtenu est appelé modele palyribest de la
forme:

Y=Bo+Bi X +B2 X%+ ... +Bp XP+¢
Il est fréquent, pour simplifier les notations, d’introduire une variaxplicative

supplémentaire g qui est constante et égale a 1. On peut alors écrire :

P
Y = > Bij"'S

i=0

Soit, pour chaque unité statistique

p
y) = Bix@) + &)
i=0
Le critere utilisé pour calculer les estimationsest le méme que précédemment : on
cherche les valeursboy, ..., b, ..., i telles que I'ajustement soit le meilleur possible au sens
des moindres carrés. On minimise donc la somme S
n p
s= 3 [yo- = Xy T
Xi(i)
i=1 j=0
La régression linéaire simple apparait comme un cas pantiadida régression
linéaire multiple, avec p = 1. On peut considérer aussi que la iégresaple par Xest une
régression multiple avec une contrainte sur les coefficients, dast dont nuls sauf les

coefficients I et hy.
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La valeur minimale obtenue sans contrainte est toujours inférieaedleaque I'on
obtient sous contrainte. La somme desésades résidus est donc toujours inférieure ou égale
a celle que l'on obtient en effectuant une régression par une seaudblejaou méme
plusieurs, extraites de la liste des shles X. Mais cela ne signifie pas que le modéle soit
meilleur au plan stistique.

Les calculs sont toujours effectués par ordindtedous ne donnerons que les
définitions et formulesutiles pour le choix et I'interprétation du modéle.

» le coefficient de corrélation linéaire est appelé coefficiEntorrélation mitiple
et est noté R. C’est le coefficient de corrélation entreriablea expliquée Y et sorstamation
par le modéle. Il est toujours positif et son carf@® appelé coefficient de détenation.

« la variance des résidus est notéeC®mme nous I'avons expliqué, lorsque toutes
les variables sont prises en compte, elle est minimale;a&tist inférieure a laariance des
résidus calculée a partir de variables explicatives sélecgsnp@mi les prédente. On a
comme précédemment

=(1-R)s’

« I'estimation sans biais de la variance résiduelfeeSt égale a

n
% = —— F
(hn-p-1)

On constate donc que le nombre p de variables explicatives intervidatikdacons
différentes dans I'estimation sans biais de la variance rélgdAelgmenter la valeur de p fait
diminuer la valeur de’Smais accroit celle du facteur n/(n — p — 1). Qu'erileht produit ?
On ne peut donner de réponse générale, et dans certains cas, augmenter |denvantaigles

explicatives se révele néfaste au plan de la qualité de I'ajustement dans la@opuliEre.

Exemple : nous avons effectué la régression linéaire multiple elenu des clients
d’Euromarket en considérant comme variables explicatives I'adge, le matdardchats et le

nombre d’enfants. Les résultats sont les suivants

* Dans certains cas, les calculs peuvent étre mipeétis. Des procédures particuliéres existent tans
cas du modele polynomial.
®> Nous avons respecté la notation classique. Les®eR, RS, S? ne caractérisent pas ici des v.a. .
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Régression| Coefficient R |variance des résidugvariance résiduelle sans bials
multiple 0.4926 44. 37 x 10 48.50 x 10
simple 0.4527 47.86 x 10 49.99 x 10

Revenus 2727.39 age + 5.0547 achats + 5478.49 enfants — 8331.07
La régression linéaire multiple est meilleure que la régressiwalre simple puisque

la variance résiduelle sans biais est inférieure.

6.2 Applications aux modéles économétriques

Dans les modéles économétriqgues, les variables considérées ne sont pa
nécessairement des variables statistiques,-&dst des mesures sur un échantillon d’'une
méme grandeur. Le temps intervient souvent, de différentes facons ldesquegriable

expliquée est échelonnée dans le temps.

6.2.1 Variables explicatives de la forme )& t.
On peut considérer comme variables explicatives les variablesfolene t, {, t, ...,
tP, ou t représente l'instant de I'observation de la variable expliquée y

. Le modeéle est alors le suivant :

Yi=Po+ Bt +e

I Mo

j=1

Un certain nombre de précautions sont ici indispensables

e des problemes de calcul numériques se présentent systématiqudemeatiable
t prend de grandes valeurs. On a tout intérét a commencer sygt&Emant a la valeur t = 1,
et non t = 1997 par exemple. Cette précaution est d’autant plus impartenka puissance de
t considérée est élevée. Pour t = 10, on a ainsi t4 = 10 000. Il erestgrocédure de calcul
spécifiqgue, fondée sur les polynbmes orthogonaux. Mais dans tous legescadsultats
numeriques sont sujets a caution lorsque les calculs ne sont pas effectués en dosible. préci
» on cherche toujours la plus petite valeur possible de I'exposant p. Orensontr
effet que, par n+1 points, il existe toujours un polyndme de degré n pagsatement par
ces n points (par deux points , il passe une droite). L’ajustement deairts par un
polyndme de degré n ne présente donc aucun intérét, pas plus que de dire que desorpoint

alignés.
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Exemple : on considére la consommation de viangauk EtatsUnis de 1919 & 1941.
nous disposons donc de 23 points et le temps t varie donc de t = 1 a t = g8utajuster

cette série par un polynéme de degreé 3 :

Yi=Bo+ fit+ B+ B+ g
Les résultats numériques sont les suivants (Bensaber et Biglise, 1989) !
Y, = 160.8636 + 5.6679 t 0.7235% + 0.0221 t + ¢

avec :
» coefficient de corrélation multiple R =0.819

« estimation sans biais de la variance résiduelfe=s23.75
On trouvera une représentation graphique de la série observée et declajsstée

danas 'ouvrage de Bensaber et Bleds#élon (p. 150).

6.2.2 Variables explicatives de la forme p& Yy,.
Le temps intervient par le décalage considéré par rapport ariakise de Y. On
cherche a expliquer Ypar les valeurs observées précédentes, jusqu’a un certain rameg, et |

modéle est le suivant :

P
Yi=Bo+ 2 BiYyj +&
j=1

On parle ici d’autorégression. Les probléemes fondamentaux de ce ncodelrnent

le choix des variables explicatives, et en particulier la vateakimale du décalage p

considéré. On peut considérer simultanément des variables explicatives deel& e, .

Exemple : les mémes données ont été analysées en introduisant comme variables
explicatives Y; et ¥Y...
Yi=Bo+ Y1+ BVie + &
La premiére observation considérée est dopg donc la premiere valeur connue est

Y, : pour calculer les parametres de ce modéle, il faut donc considérer t = 3, ...23.

Les résultats sont les suivants

Y; =59.7425 + 0.781%:.1 -0.1397Y.» + &
avec :
» coefficient de corrélation multiple R =0.6601
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« estimation sans biais de la variance résiduelfe=s42.01

6.2.3 analyse des résidus.

L’introduction du temps dans les variables observées a une conséquendantapor
sur les résidus. La qualité du modéle dépend des résidus, et enipattcaiodéle linéaire
suppose que les résidus ne sont pas corrélés deux a deux. Il faut derc e€tte propriété
graphiguement et par des tests statistiques.

Le graphigue est en général simple : on reporte simplement s Emabscisse et les
résidus en ordonnées, de la méme fagon que I'on représente toute série chronologique.

Les tests que l'on effectue sont classiguement un test sur [#icieoe
d’autocorrélation d’ordre 1, entre les sérigset 1. Un test plus ou moins équivalent est
celui de Durbin et Watson, dont une table est donnée dans un complémeimlispbea aussi
d’'un test « portmanteau », dont on trouvera le détail dans des ouvragedfigllssdi’acces

comme celui de Box et Jenkins.

6.3 Les conditions d’'une bonne régression linéaimaultiple.

Lorsque l'on dispose de plusieurs variables explicatives, il n’est tpa@urs
nécesaire de toutes les introduire dans le modele linéaire. Il vaubxahercher parmi elles
celles qui se compléetent le mieux et éviter les redondancesrdiafion qui peuvent créer ce
gue I'on appelle des colinéarités.

Pour mesurer cette notion d’'information complémentaire, on dispose d'Uicienef
appelé coefficient de corrélation partielle, dont linterprétatish analogue a celle d'un
codficient de corrélation linéaire : le coefficient de corrélagpantielle de Y et Xsachant X
mesure I'information apportée par)a Y aprés la régression de Y par X

La corrélation partielle peut étre utilisée de differenteoria pour déterminer un

ensemble de variables explicatives.

6.3.1 le meilleur ensemble possible

Certains logiciels donnent directement le meilleur ensemble ribles explicatives
possible, ou un des meilleurs. L'inconvénient de ce genreéttedes est qu’elles ne donnent
pas a l'utilisateur la possibilité d’intervenir dans le choix dasiables. Imaginons par

exanple que les coefficients de corrélation de deux variable®tXX, avec la variable
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expliquée Y soient égaux a 0.61001 et 0.61000. Un algorithme fondé sur less valeur
numérigues sélectionnera systématiquement la premiéere, ce quiarastatistiqgue, n'est
guere justifie, la difrence entre les coefficients de corrélation n’étant pas sigtvfe : il est
souvent préférable dans ce tagle raisonner en fonction des connaissances sur les données
que I'on a par dlleurs.

En outre, le modéle obtenu n’est le meilleur que sur les donnéavésdsserien ne
prouve que sur un autre échantillon, on aurait obtenu les mémes varigilleatiees. La

stabilité du modéle n’est pas assurée.

6.3.2 algorithme ascendant.

e on choisit comme premiére variable explicative celle guimise la somme des
carrés des résidus, ou leur variance. Compte tenu de la formulételerargance, c’est la
variable dont le carré du coefficient de corrélation linéaire ésve@riable expliquée est le
plus proche de 1. Si deux variables ont un coefficient de corrélation laveariable
explicative tres proche I'un de l'autre, on pourra examinerd@®sentations graphiques des
couples ou tenir compte de la nature des données.

e on définit ensuite comme deuxiéme variable explicative celle gporée
'information complémentaire la plus importante. Cette informatigh évaluée par le
coefficient de corrélation partielle, et le raisonnement tenu sur learsanumériques est le
méme que précédemment.

e on continue cette démarche jusqu’a ce que l'information complémeapgictée

soit non significative, par un test du F sur le coefficient de corrélation partielle

6.3.3 algorithme descendant.

La procédure est I'inverse de la précédente.

» on effectue la régression par la totalité des variables etipks disponibles. On
obtient ainsi le coefficient de corrélation multiple le plus élpgssible, mais le nombre de
variables explicatives est élevé et I'estimation sans llaida variance résiduelle n’est
nécessairement minimale.

» on considére les variables explicatives dont le coefficient délaban partielle
avec la variable expliqguée conditionnellement aux autres n’estgpéfecatif. Parmi elles, on

élimine celle dont le coefficient de corrélation partielle est le plusgretialeur absolue.
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* on effectue la régression avec les variables explicativexsbefqui été éliminée,
et on recommence la procédure d’exclusion.
e on continue cette démarche jusqu’a ce que le coefficient de coméghattielle de

toutes les variables explicatives restantes avec la variable expliqusigsificatif.

6.3.4 algorithme stepwise.

La procédure consiste a introduire et a exclur des variables explicatives.

* lintroduction d'une variable explicative est effectuée suivantgtathme
ascendant.

» aprés chaque introduction, on effectue l'algorithme descendant pour exokire
variable dont le coefficient de corrélation partielle serait devenu non sigifiifica

Cet algorithme, comme les deux précédents, ne donne pas nécesdaiemeilleur
systeme possible de variables explicatives. Sa convergende ¢lesfcalculs) n'a d'ailleurs

jamais été montrée dans le cas général. Il est toutefois I'un des plus.utilisés

Exemple : les coefficients de corrélation entre les quatre variables consdsmat

donnés dans la matrice-dessous

age | achat|enfantg revenu
age | 1.000
achat | -0.055| 1.000
enfants| 0.181 | 0.645| 1.000
revenu| 0.673 | 0.115| 0.317| 1.000

Le risque de premiere espece est fixé a 10%. On introduit tout d’adordriable
age, dont le carré du coefficient de corrélation (0923t le plus grand, et significatif.
On mesure ensuite l'information complémentaire apportée par les aatriebles, en

calculant par ordinateur les coefficients de corrélation partielle

achat | enfants
Revenu| 0.205| 0.267

On constate que c’est la variable enfants qui complete le mieux I'ageff€ctue un

test sur ce coefficient de corrélation partielle : sa probabilité critigaeégale a 0.069, ce qui

signifie qu’avec un risque de premiére espéce= 0.1, il caractérise une information
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significative du nombre d’enfants sur le revenu en complément de I'age.r@Guuibdonc le
nombre d’enfants parmi les variables explicatives.

On continue l'analyse en calculant le coefficient de corrélation pagtieltre le
revenu et le montant des achats connaissant I'age et le nombre d’enfants. @b @bB8.
La probabilité critique est égale a 0.8014 : le montant des achats n’est pasdatik le
modéle de régression.

Comparons maintenant le modele partiel (variables explicatives: age, nombre

d’enfants) au modeéle complet (variables explicatives : age, nombre d’enfants, achats)

Coefficient R ecarttype résiduel sans bials
Modéle partiel 0.4919 47.47 x 10
Modéle complet 0.4926 48.50 x 10

Le modéle partiel est meilleur que le modéle complet : la dimindtiorpefficient de
détermination est compensée par le plus petit nombre de variablesagxpioqui intevient
dans le calcul de I'écart type résiduel sans biais. La répartition égislus est plus proche de
la loi normale que les précédents (nous laissons au lecteur le soinvéefler). Le modéle

final est donc

Revenu= 2719.9838 age + 6234.7837 enfants — 7106.6835

CONCLUSION.

La régression linéaire est une des méthodes statistiquesidestipbées, et la facilité
avec laquelle les logiciels ou les calculatrices donnent I'enigedes résultats fait souvent
négliger la vérification des hypothéses indispensables a la gatiditmodele. Prévoir par
exemple le chiffre d’affaires d’une entreprise en ajustant uoiéedsiux chiffres réalisés les
guatre ou cing années précédentes n’a aucune valeuiciatist

Précisons aussi que les notions de cause et d’effet résultentadialyse qui n’a rien
de statistique : c’est un choix que [l'utilisateur doit effectuar ypge approche de nature
différente, par une analyse économique ou psychologique par exemple, eteksiogg
consiste a érire cette relation mais ne peut ni I'inverser ni la justifier.

D’autres méthodes de régression existent, dont nous n’avons pas parlé, en paaticulie

régression non linéaire, qu'il ne faut pas confondre avec la rémrepsiynomiale. Ces
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méthodes sont beaucoup trop difficiles pour figurer dans cet ouvrageoerar dans les

applications pédagogiques de ce chapitre une introductiorrégrassion bornééu ridge

regression) et a lgégression sur composantes principales
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