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Chapitre 4

NOTIONS DE PROBABILITES

Les chapitres précédents donnent des méthodes graphiques et numériques pour
caractériser les principales propriétés d’'un ensemble de données.

Cet ensemble de données est constitué, dans certains cas, d’obsetiragsnau
hasard au sein d’'une population, par exemple dans un fichier informatiqud. dhétendre
les propriétés observées sur cet ensemble a la totalitételgooptilation, il faut tenir compte
du fait que ces propriétés dépendent du tirage effectué : un aafge du hasard ne donnera
peutétre pas les mémes résultats. Pour cela, il est nécesmaiomnnaitre les notions

élémentaires de la théorie des probabilités que nous présentons dans ce chapitre.
1. PROBABILITES. PROBABILITES CONDITIONNELLES.

1.1 Population et événements.

Les définitions données-dessous établissent en fait une équivalence entre le langage
des probabilités et le langage de la théorie des ensembles. Nigesous dans la suite ces

deux langages suivant le contexte.
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Définitions :

» On appelle population statistique un ensenfbleonstitué de N éléments appelés
unités statistiques (notées u.s.) ou individus. Le nombre N est appeléendenbr
cas possibles.

* On appelle événement un searssemble de la populati€®. Le nombre I d’u.s.

appartenant a un événement A est appelé « nombre de cas favorables ».

Cette population est celle dans laquelle on effectuera ultérientedes tirages au
hasard, et nous serons parfois amenés a la considérer comme defiméme que le nombre
d’'u.s. appartenant a un événement. Elle est souvent appeéen probabilités.

Nous dirons que I'événement A s’est realisé si l'unité statistitirée au hasard

appartient au soesnsemble A.

Relations et opérations :

On considere deux soemnsembles A et B da.
» |l existe deux événements trés particuliers :
= L’événement certain caractérisé par la populaflon
= L’événement impossible ou ensemble vide noté par la lettre grécuia).

* On dit que B est inclus dans A si tous les éléments de B appartiennent a A (figure 1).

Population £2

Figure 1.4 : représentation graphique de deux événements A et B
BzA <& XeB=xcA
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L'inclusion signifie en particulier que si B est inclus dans A, rédalisation de
I'événement B, définie par le tirage d’'un élément de B, entrain@alisation de I'événement
A puisque I'élément tiré, s’il appartient a B, appartient aussi a A.

Réciproguement, si la réalisation de B entraine toujours celle tudélément de B
appartient a A et le sotensemble B est inclus dans le seasemble A.

* L’ensemble «A inter B » ou événement « A et B » notéBAest constitué des

éléments qui appartiennent a la fois a A et a B.

Population 2

Figure 2.4 : Représentation eraphique de 'intersection de deux événements A et B
xeAnB < xecAetx=B
* L'ensemble « A union B » ou événement « A ou B » noféBAest constitué des

éléments de A, de B ou de A et B (figure 2). On dit que le « ou » est inclusif.

Population €2

Figure 3.4 : représentation graphique de I'umion de deux événements A et B
X cAUB e xcAouxeB
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On a donc la relation suivante {AnB] O [AOB].

* le sousensemble complémentaire d’'un samsemble B (figure 4) est défini par le

sousensemble A tel que

|ADB=Q AnB=0. |

Population £2

Figure 4.4 : représentation graphique du complémentaire d'un événement B
{en o11s)
x eB© — X¢ B
On note alors A=B°
Le complémentaire de A ="Rst évidemment A= B. La populatiorQ et I'ensemble

vide @ sont complémentaires.

1.2 Définition et propriétés des probabilités.

On considere une populatidx d’effectif N et un événement A d’effectifAN
Définition : on appelle probabilité de I'événement A le rappQuiiNy

La probabilité N/N est égale a ce que I'on appelle couramment «le rapport du

nombre de cas favorableg ldu nombre de cas possibles N ».

Cette notion de probabilité est appelée équiprobabilité : la probabilitéévénement

constitué d’une seule unité statistique est constante et égale a 1/N.
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Définition : Tirages avec et sans remise
« L'unité statistique tirée peut étre remise dans la populatig@iretéventuellement
retirée : le tirage est dit indépendant puisqu’il n’exerce aucnofieence sur les tirages
suivants.
* Inversement, si I'u .s. n'est pas remise, les nombre®tNN sont diminués de 1 :
apres le premier tirage, la probabilité de 'événement A de(ient 1)/(N — 1) et n’est plus
la méme : les tirages sont « dépendants » ou « sans remise ».

Propriétés des probabilités:

» La probabilité est un nombre compris entre O et 1
0<sPA)<1

Cette propriété est évidente, le nombre de cas favorables étanirsopgsitif ou nul
et inférieur ou égal au nombre de cas possibles.

» La probabilité de la populatiof est égale a 1 et celle de 'ensemble vida O:

PQ=1 P@®)=0

Lorsque I'événement est la populatQnles cas favorables sont les cas possibles : il y
a egalité des effectifs, et lorsque c’est I'ensemble @®idie nombre de cas favorables est nul.
» La probabilité de 'événement complémentaire est égale a
[P(A) =1-PA)]

Les éléments de Psont ceux qui n'appartiennent pas a A. Il y en a donc I,
la relation.

 La probabilité de I'union de deux événements est donnée par :

| P(AOB) = P(A) + P(B) — P(AB) |

Les éléments de Al B sont les éléments de A (il y en a)Nles éléments de B (il y en
a Ns). En ajoutant I et Ns, on compte deux fois les éléments qui appartiennent a la fois a A
et a B, c’estrdire de AnB : il est donc nécessaire de les soustraire une fois. D’oualkzorel
précédente dite « additivité forte ».
» Si un sousensemble B est inclus dans un seasemble A, la probabilité P(B) est

inférieure ou égale a la probabilité P(A)
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BOA O P(B)<PA)

C’est une conséquence directe de la définition de l'inclusion : toudédewents de B
appartiennent a A : le nombre d’éléments de B est inférieur oaggambre d’éléments de

A et par suite le rapportdiN est inférieur au rapportX\.

Définition généralisée d’'une probabilité et d’'un espace probabilés:

Il n'est pas toujours possible de définir la population, les événeméntsse
probabilités comme précédemment, en particulier dans le cas ou latmopu@st infinie,
comme par exemple un ensemble de nombres. Pourtant, il est natoabkiigrer que si I'on
tire au hasard un nombre entier, il y a une chance sur deux d’obtenir tmenpair, une
chance sur trois un nombre divisible par trois ... On est donc amenééaaliger les
définitions précédentes de la fagon suivante :

* ununivers est un ensemble quelconfue

* les événements sont des seasembles d€ tels que l'union d’événements,
I'intersection et la complémentation sont des événements.

» la probabilité est une application qui a tout événement A associe unenBi@)r
vérifiant les propriétés précédentes.

La formalisation de la population considérée est parfois complebeeestl rarement
indispensable, et souvent il n'est pas indispensable d’en donner la défgmiécise. Dans
toute la suite du chapitre, les propriétés seront explicitéeslelaas de la définition initiale

de la probabilité (rapport du nombre de cas favorables au nombre de cas possibles).

1.3 Indépendance et probabilité conditionnelle.

La formule de Bayes (£Siécle) permet de prendre en compte la réalisation d'un
événement pour réévaluer la probabilité d’un autre. Par exemplalitatién de I'événement
A : «la personne est de sexe féminin » a un impact évident sur ldiptélue I'événement
B : « la personne chausse du 41», peu de femmes chaussant du 41.

Considérons deux événements A et B, d’effectifseNNs. On note Mg I'effectif du
sousensemble AB. Dans I'exemple précédent,¥8 est I'ensemble de femmes chaussant

du 41 et Mg leur nombre.
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Supposons que I'événement A soit réalisé : on a donc tiré un élémeitlgmia
éléments de A. Examinons ensuite la probabilité de B : elle asttanant définie par le
rapport N\ng/Na:

NanB Nang  Na
= /
Na N N

Définition : La probabilité conditionnelle d'un événement B pour un événement A
fixé de probabilité non nulle est définie de la fagcon suivante :
P(B/A) = P(BhA)/P(A)

La probabilité de B n'a pas changé si 'on a
Narse  Ns

Na N
Cette relation peut s’écrire de la fagon suivante
Nans NAa Ng

N N N
Définition : on dit que deux événements A et B sont indépendants quand la réalisation
de I'un ne modifie pas la probabilité de l'autre.

Propriété caractéristigue: deux événements A et B sont indépendants si et

seulement si la probabilité de 'événement B.est €gale au produit des probabilités :

| P(AnB) = P(A) P(B)]

Exemple: on lance un dé a 6 faces. On étudie les événements A : le chifinu @st
pair, B : le chiffre obtenu est inférieur ou égal a 3, C : le chiffre obtenu est 1, 3, 4 ou 6.

Ona: P(A)=1/2 P@B)=1/2 P(C)=2/3

A n B: le chiffre obtenu est pair et compris entre 1 et 3, donc c’est 2 nHEA= 1/6.

P(A) P(B) = 1/4 : A et B ne sont pas indépendants.

A n C : le chiffre obtenu est 4 ou 6 : P(AC) = 2/6

P(A) P(C) = 2/6 : A et C sont indépendants.

Calculons les probabilités conditionnelles

P(B/A) = P(An B)/P(A) = (1/6 )/ (1/2) = 1/2 P(B) = 1/2
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P(CIA) = P(An C)IP(A) = (2/6 ) / (1/2) = 2/3= P(C) = 2/3

Formule de Bayes soit A un événement d2. On considere un événement B et son

complémentaire B. On a :

P(A/B) P(B)
P(B/A) =

P(A/B) P(B) + P(A/B) P(B")

La démonstration de cette formule est donnée dans les compléments.

Exemple: il y a une femme sur deux adultes dans la population francaise, et, parmi
les femmes, une sur dix chausse du 41, la proportion étant de un sur cingschemmes.
Calculons la probabilité qu'une personne chaussant du 41 soit une femme.

On noteA I'événement « la personne chausse du 41 », B I'événement « |la personne est

une femme » et évidemmeht’8vénement « la personne est un homme ». On a:donc

P(B) = 1/2 P(B°) =1/2
P(A/B) =1/10 P(A/B) =1/5
On en déduit :
(2/20)x(1/2) 1
P(B/A) = =

(1100 (1/2) + (UB)(1/2) 3

2. VARIABLES ALEATOIRES. LOIS DE PROBABILITE.

2.1 Variables aléatoires

Définition : on appelle variable aléatoire (notée v.a.) une application qui a chaque u.s.

tirée au hasard dagk associe un objet ou un nombre appartenant a un ens®mble
X: Q —> Vv

* La v.a. X est appelée discrete si I'ensemble V est inclus kEmsemble des
entiersN (ou si elle prend un nombre fini de valeursx, ..., X,).

* Lav.a. X est appelée continue si 'ensemble V est égal &eldnes des réel®
ou a un intervalle d®. Nous apporterons des précisions ultérieurement.

+ Lav.a. X est appelée qualitative si I'ensemble V est un ensesebieodalités
(par ex. la liste des couleurs des cheveux, des catégories socioprofessionaglles, e
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Exemple: on considére les variables aléatoires définies sur 'ensembla déhtele
d'EUROMARKET suivantes

'age X, le nombre d’enfantsX
le revenu X, la catégorie socioprofessionnellg, X
le montant de ses achaxs. le sexe X

L’age, le revenu, le montant des achats définissent des variables algatoire
guantitatives ; ce sont des variables aléatoires « réelles », dont lesrsappartiennent a

I'ensembleR des nombres réels.

X, X5, X%: Q —> V=R
Le sexe et la catégorie socioprofessionnelle définissent des vardddddoires
qualitatives dont les modalités sont pour le sexe F pour Féminin et MMbasculin et pour

la catégorie socioprofessionnelle

Agri : agriculteur ; ouvrier agricole C.M. : cadre moyen ;
Ouv. : ouvrier C.Sup. : cadre supérieur;
Emp. : employé ; PIC : Commercants, artisans ;
Inact. : inactifs, retraités, chdmeurs, étudiants .

Le nombre d’enfants est une variable aléatoire discréete puisqu’elle pesndhleurs

0, 1, 3, .... La notion de moyenne ayant un sens, c’est une variable quantitative.

2.2 Probabilité d'un intervalle.

Soit X une v.a. et | un sownsemble deV. On appelle événementX&l | »
I'ensemble A des u.sLde la population telles que X()l.
On note M le nombre d’'unités statistiques de A. On a donc
P [XOI] = Na/N

Chaque variable aléatoire X «transporte » donc la probabilité P el&imi la
population statistiqu&® sur I'ensemble XR ), en général 'ensemble des nombres r&els

(figure 5.4). Cette probabilité transportée est notée frequemment P

Définition : on appelle loi de probabilité de la variable X la probabilité de&faoirQ

transportée par X swR.
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b

sous-ensemble de N
ou intervalle de R

1

, . Variable aléatoire X
-Population F

Figure 5.4 : défimition d'une variable aléatomre X
Probahilité P{A) = Pia < X< )

Exemple: On considére I'age (v.a. X: . L’événement 33 X;< 45 est défini par
I'ensemble A des clients agés de 33 a 45 ans. La probabilitécP{3345) est égale par
définition a la probabilité P(A), c’esi-dire a la proportion de clients agés de 33 a 45 ans
dans la population totale.

On considere le sexe (v.ag)XL'éveénement {X= F} est défini par I'ensemble B des
clients de sexe féminin. La probabilité BX¥) est égale par définition a P(B), c’eatdire a
la proportion de clientes dans la population totale.

2.3 Loi de probabilité d’une v.a. discrete.

Définition : la densité de la loi probabilité (ou densité de probabilité) d’'une v.a.
discréte dont les valeurs possibles s@nkx ..., %, ..., ...%, ..., X, est définie par la suite de
toutes les probabilités p P(X =%),i=1, ..., n.

Dans le cas ou il existe une infinité de valeurs possibles\da.lX, on supposera que
les sommes de 1 a n donnéedessous tendent vers une limite lorsque n tend vers l'infini ; la

notation consiste simplement a remplacer n par +

Exemple: on considére la variable définie par le nombre d'enfant. Sa loi de

probabilité est la suiteqp pa, Pz, ... définie par :
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po = nombre de clients sans enfant / nombre total de clients
p. = nombre de clients ayant 1 enfant / nombre total de clients

p. = nombre de clients ayant 2 enfants / nombre total de clients

etc.
Propriétés :
* la probabilité P[XI{x 1, X, ..., X}] est la somme des probabilites P[ X g [ X =
X2], oy P[ X =X] :

P[ X O{X1, X2, .., ¥}]= P[ X =X1] + P[ X =%] + ... + P[ X = X
* la somme de toutes les probabilit¢est égale a 1

n

P+t Pt..pt...+;h = 2 B= 1
=1
Ces propriétés découlent directement de la définition de la proéaizilitie rapport du
nombre de cas favorables au hombre de cas possibles.
Définitions :
» l'espérance E(X) (ou moyenpg d’'une v.a. discrete prenant les valeurs x
X2y «eey %y +ovy Yo €St la SOMmMe a@lessous :
MH=EX)=pXxs+tpXot..pX+ ... jhXn
Soit:

H=EX) =
|

Pi Xi
1

™M s

« la variance V(X) (ow?) d’une v.a. discréte prenant les valeursx, ..., X,

..., %, est la somme gilessous :

= V(X) =p (-7 +p (e =W+ p (=) F o+ (X — )

n
a’=V(X) = _Zl b (% — )
| =

On montre que cette variance est égale a

0% = DX+ DXt + e FPX 2 H o X —
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c’esta-dire a I'espérance des carrés moins le carré de I'espérance.
Le termeo est appelé écatype.
» La fonction de répartition théorique est une fonction définie pour toutarvale

réelle x par la relation @iessous

[F() =P(XsX) |

Remargue: nous retrouvons les définitions déja vues de la moyenne, de la vaiance
de la fonction de répartition d'une série d'observations, mais i@'agit de valeurs
théoriques, concernant une variable aléatoire, et non une suite de \aiearsées. La
statistique consiste justement a trouver des valeurs approchées garametres et de la

fonction, les meilleures si possible, et a en étudier les propriétés.

2.4 Loi de probabilité d’'une v.a. continue.

On considere une v.a. continue X. Nous allons définir la densité de la loi de prébabilit

de cette variable en plusieurs étapes. On définit tout d’abord desail@e disjoints

recouvrant 'ensemble des valeurs possibles de la variablg K,:.1., I..., k.
On en déduit les probabilités,m,,..., R, ...R:
Pi = P(XDh)

Densité par intervalle :

On appelle densité par intervalle définie sur k intervalleisd 1, ..., k la suite &)
i=1, ..., k définie par
& = R/l

oul; est I'amplitude de l'intervalle.l

Relation fondamentale ; B 9 x|;

Remargue: en supposant que la population est d’effectif fini N, les probabRiés
P.,..., B, ...R sont définies de la fagon suivante :
P =P(XOL) =N/N

et la densité par intervalle de l'intervaljelé longueur;lpar :
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6i: (Ni/N)/|i
La notion de densité par intervalle d’une variable aléatoire estldanéme que celle
gue nous avons définie dans le chapitre 1 pour construire des histograviaisels densité

est ici calculée a partir des probabilités et non des proportions.

Exemple: on considere la variable montant des achats que I'on suppose toujours

compris entre 0 et 1000F. On définit les intervalles

11=1[0, 200[ |, =[200, 500]
I = [500, 800[ | I = [800, 1000]

On suppose N =15 0004 ¥ 3000, N = 4700, N = 4400, N, = 2900.
On en déduit la densité par intervalle

d; = 0.0010 |d; = 0.001044
d; =0.000978 d4 = 0.000967

Définition : on appelle densité de probabilité d’'une variable continue la fonction f(x)
limite de la densité par intervalle lorsque le nombre d’observatiogsiente indéfiniment et

gue la longueur des intervalles tend vers 0.

Cette définition repose sur I'hypothése de la convergence du r&ppodont le
numeérateur P=N;/ N et le dénominateuy tendent vers 0. Dans le cas d’une population finie,
la densité de I'intervallg te centre noté x est

O =(N/N) /I

Lorsque N tend vers linfini et quetend vers 0, le numérateur/NN tend vers 0O et le
dénominateut; aussi : la limite du rapport est indéterminée. L’hypothése que ffentee
pour définir les v.a. continues consiste a supposer que la limite du regpstet dépend du
centre de l'intervalle et est donc de la forme f(x). Lorsquie ditite n’existe pas, la variable

n'est pas continue : nous n’étudierons pas ce genre de variable aléatoire.

Exemple: nous considérons une population constituée de 15 000 valeurs que nous

répartissons en 20 classes de méme amplitude. La densité palmt&univant ces 20 classes
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est représentée par I'histogramme (figure 6). La densité ¢ueofici la densité de la loi

normale définie plus loin) est la courbe superposée a cet histogramme.

i

densité

| il

1 2 3 4 5 6 7 8 9 18 11 12 13 14 15 16 17 18 19 28
B B 1 2 3 D T 9 11k 12012k 18 D T Dx Fw 2x 1x B Bz

Figure 6.4 : convergence de I'histogramme vers la courbe en cloche

2.5 Propriétés et calcul des probabilités.

» L’aire comprise entre la courbe et I'axe des abscissesode+w est égale a 1.
En effet, cette aire est la limite de la somme des diessrectangles, qui est la somme des
probabilités R donc toujours égale a 1.

e La probabilité de I'événement { Xi[a, b] } (ou { XO[a, b[}) est égale a
I'aire comprise entre la densité, 'axe des abscissessetir@tes x = a et x = b. Une
approximation de cette aire est donnée par l'aire du rectanghe pkif I'intervalle [a, b] et la
densité dans cet intervalle (figure 6).

* On définit 'espérance et la variance en considérant la densitétpevalle. Pour
des intervalles; Ifixés, on peut calculer I'espérance et la variance comme daoas| des
variables aléatoires discretes. En nous limitant a la notion dasme(le raisonnement est

identique dans le cas de la variance), on étudie la somme :

n
PLX1+ R Xo+ . PXi+ ... hXn= I PiX
i=1

Lorsque la longueur des intervallgsténd vers O et que le nombre d’observations

augmente indéfiniment, le nombre n tend vers l'infini et les probébijjitdeviennent égales
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aux produits f(¥ I; par définition de la densité f(x). L'espérance est alorsntétdi de la
somme cidessus.

Ces propriétés s’expriment de fagcon simple par le calcul intégral éléraenta

e La probabilité de I'événement { X ] a, b] } est I'intégrale de la densité définie

entrex =aetx=>h.

P(XD]a,b]):}f(x)dx( )

* L’intégrale entre <o et +o est égale a 1.
e Cette intégrale est égale a F(b) — F(a), ou F(x) est undtipe de la densité
f(x) (ou la dérivée de F(x) est égale a la densité f(x)).

» L'espérance et la variance sont définies de la fagcon suivante :

E(X>:u:}xf(x>dx V(X):aZ:}(x—u)Zf(xmx

» Lafonction F(x) définie par la relation-dessous

F(x) = P(X< x)

est appelée fonction de répartition de la v.a. Sa dérivée est égale a la denshe &(x
P(a < X< b) = F(b) — F(a)

La démarche pratigue ne fait presque jamais appel au calculaintBgns la quasi
totalité des cas en effet, F(a) et F(b) sont donnés dans unentahégique ou calculés par
ordinateur (on en trouvera des exemples dans le paragragéesous).

Pour calculer les probabilités d’événements dans le cas d’'une v.auepmn utilise
les propriétés suivantes :

. P(XOJ]a,b])=P(XJ[a,b[)=P(XJ]a,b[)=P(XI[a,b])
. Soitc]a,b[:P(X[a,b])=P(XJ[a,c[)+P(XI[c,b][)
. P(XO]—o,al])=F()

. P(XO]a, +o])=1-F(a)

Pour calculer I'espérance et la variance des v.a., on utilise les propriétésesuivant

. E@X+bY)=aEX)+bE(Y)
. V(a X+b)=34V(X)

3. LOIS DE PROBABILITE DISCRETES.
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Les lois de probabilités discrétes présentées dans ce paragaphdes plus
courantes. Nous les complétons en exercice par la loi géométriqgumnaons les

démonstrations des formules dans les compléments.

3.1 Loi uniforme discreéte.

Définition : la variable X dont les valeurs possibles sont 1, 2, ..., n suit la loi ongfor
discréte sur {1, 2, ..., n} si la probabilitepP(X=i) est égale a 1/n quel que soit i.

Propriété : I'espéranceu et la variances? d’'une variable qui suit la loi uniforme

discrete sur {1, ..., n} sont égales a :

n+1 n“-1
0’ =V(X) =
2 12

M =E(X) =

3.2 Loi de Poisson

Définition : la loi de Poisson de paramékestrictement positif est la loi d’'une v.a. X

a valeurs dandy et définie par sa densité :

g™ Al
p=PX=i]= — 1
1x2x3...xi

Le dénominateur de I'expression-d@ssus est le produit des n premiers nombres

entiers et est appelé factorielle i. On le note i! : ix213...xI.

Propriété : I'espérance et la variance d’'une variable qui suit la loi desBwisle

parametre\ sont égales A :

H=EX)=A |0°=V(X)=A

Les valeurs de la densité sont données dans la table statistique de la loi de Poisson.

Exemple: Densité de la loi de Poisson podir= 2.

] PX=) | P(xsi) |1 [P(X=i)  [P(xsi) |
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0.13533F

0.135335

7

0.00343

0.998903

0.270671

0.406004

8

0.000859

0.999763

0.270671

0.676674

9

0.000191

0.999954

0.180441

0.857123

10

0.00003§

0.999997

0.090224

0.947347

11

0.000007

0.999999

0.036089

0.983434

12

0.000001

1.000000

(U |WIN|IFL|O

0.01203(¢

0.995464

13

0.00000d

1.00000(4

Théoriquement la v.a. peut prendre les valeurs de Oca Mais la probabilité pest
quasi nulle a partir de i = 13.

On pourra vérifier par le calcul que la moyenne et la variance sont égales a 2.

C’est le cas général de toutes les v.a. discretes prenant une iden@leurs : la

probabilité devient tres petite et quasi nulle a partir d’'une certaine valeur.

3.3 Loi de Bernoulli et loi binomiale.

On considére un événement E tel que P(E) = p. On a évidemméntR{Ep. On
définit la v.a. X prenant la valeur 1 si I'événement E est réalis€, 0 sinon. La v.a. X &&¢ appe

indicatrice de E. Elle suit par définition la loi de Bernoulli de parameétre p.

Définition : on dit qu’une v.a. X suit la loi de Bernoulli de paramétre p si dsest
variable indicatrice d’'un événement E de probabilité p. Elle prenealesrs 0 ou 1 avec les

probabilités suivantes :

P(X=0)=1-p|PX=1)=p

Ona:

H=EX)=p/c°=VX)=p(L-p

Définition : on appelle variable binomiale de parametres n et p la v.a. définle par

nombre de réalisations d’'un événement de probabilité p au cours de n tirages indépendants.
Une variable binomiale peut étre considérée comme la somme dexp imdicatrices
d’événements HEndépendants et de probabilité p :

X=X+ Xo+ ...+ X+ ...+ X,

La densité de la v.a. est donnée par la formule
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1x2x3x..xN o
p=PX=1)= tt—pf ' p
(1x2x3x..xi) x(1x2x3x...x[n— I])

On écrit, en utilisant la notation factorielle définie dans le paragraphe sud& |

Poisson (on pose par convention 0! = 1, et on rappelle’Gud xjuelle que soit la valeur x) :
n!
p=PX=i)=———(L-pf 'xp
i [n—1]!
On retrouve dans cette formule le nombre de combinaisons de i éléments pris parmi n
et noté G (un rappel d’analyse combinatoire est donné dans les compléments).

La densité de la loi binomiale B(n,p) est finalement la suivante :

quel que soitide 0 anp =G, (1 —pJ ' xp'

L’espérance et la variance sont données par les formullessous

H=EX)=np |c*=V(X)=np (1-p)

Remargue : Les valeurs de la densité sont données dans la table statistiuiide

binomiale. Pourp=0.3etn=5,0na:

i P(X=i) | P(x<i) [1] POXE) | P(x<i)
0/0.1680700.168070 3| 0.132300 0.96922C
1[0.360150 0.528220 4| 0.028350 0.997574
2[0.3087000.83692( 5| 0.002430 1.000004

Pour les valeurs de n telles que n p >5 et n (1 — p ) >5, on peutrutiiseappre
ximation par la loi normale : la probabilité P(X = i) ou X saitléi binomiale B(n,p) a pour

valeur approchée la probabilité¢ P(i— 0.5 <Y <i+ 0.5) ou Y sudilaormale de paramétre

L=npeto”=np(l-p). On se reportera au paragraphe 4.3.
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4. LOIS DE PROBABILITE CONTINUES.

Nous ne définissons-diessous que les lois continues les plus couramment utilisées en
statistique. Les démonstrations des formules d’espérance et aleceasont données dans les

compléments.

4.1 Loi uniforme continue.

Définition : la densité de la loi uniforme continue sur un intervalle ] a,dt fié&finie

par la fonction f(x) :

Pour xO ] a, b[ f(x) = 1/(b-a)

Pourx<aoux=b f(x)=0

Les bornes a et b peuvent étre incluses ou exclues de l'intenallés: sont de
probabilité nulle et cela ne change rien.

Un exemple d’'une telle variable est donné par la touchd » ou « random » qui
figure sur un grand nombre de calculatrices : a chaque pressiotied®uehe, on obtient un
nombre compris entre 0 et 1, et la densité de cette variabteimdéast la loi uniforme sur

l'intervalle ] O, 1 [.

Propriétés :
« La moyennal et la variances® théoriques d’une loi uniforme continue sur] a, b [

sont égales a :

a+b (b-ay
o?=V(X) =
2 12

H=E(X) =

e La probabilité d’'un intervalle [ X2 ], avec & X; < X < b suivant la loi uniforme
continue sur] a, b [ est égale a:
P(X O] X1, X2 ]) = (X2 = x1)/(b — @)
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Exemple: on considere la loi uniforme continue sur ]0, 2[.

T
05

0.25

0

0 X X, 2 X

Figure 7.4 : densité ( } de la loi uniforme sur I'intervalle ] 0, 2 |
La densité est définie par la fonction f(x)
pour x[7] 0, 2[ f(x) = 1/2

pourxsOoux=>2 f(x)=0

Sur la figure 7, la probabilité de I'événementX] X1, % ] est I'aire du rectangle

représenté en gris. Elle est égale évidemment aP[(X, % ]).

4.2 Loi exponentielle.

La loi exponentielle est la loi de lintervalle aléatoire sépt deux événements

successifs : en cela, elle est utilisée conjointement aviet d& Poisson pour I'analyse des

files d'attente. Son expression mathématique utilise la fonctigporentielle dont une
présentation est donnée dans les compléments.

Définition : on appelle loi exponentielle de parametre a>0 efIXR la loi de

probabilité dont la densité est donnée par la fonction suivante :

—a (X —X)
pour tout x=xo f(x) =ae
pourtoutx <y f(x)=0
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Il n'existe pas de table statistique donnant les valeurs de ladiomite répartition F(x)
dans le cas de la loi exponentielle. Une simple calculatrice suffit puisque I'on a:

—a (X — %)
Fx)=1-e

Propriété : la moyennau et la variance? théoriques sont égales & :

1= E(X) =%+ 1/a 0® = V(X) = 1/&

Nous donnons en figure 8 la représentation graphique de cette densitép8ueta
Xo = 0. La probabilité de lintervalle [ 1, 1.5] indiqué sur la figure l&ste de la région
comprise entre les deux segments. Elle est égale ;3 +((x), ou F est la fonction de

répartition. On a donc :

—( X1 — %) —( %2 — %)
PXO]x1, %] )= € -

|:| ] ] L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 45
Figure 8.4 : représentation de la densité de la loi exponentielle de
paramétres x =0eta=2

4.3 Loi normale.

La loi normale est une densité théorique donnant la répartition d’unsténfi

d’observations sous la forme d’'une courbe dite courbe en cloche (figaréaguelle nous
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avons déja fait référence dans les chapitres antérieurs.sElépmelée aussi loi de Laplace

Gauss. Elle fait intervenir deux parameéfuesto (1= 3.1415...évidemment).

Définition : on appelle loi normale de parametpeS R eto > 0 la loi de probabilité
dont la densité est définie par la fonction suivante :

1 Y% [ (x—w/o ]
f(x)= ———e
o [ 2 T[]l/Z

Propriétés :

« Les paramétreg eta® sont la moyenne et la variance de la loi normale.

+ Si X suit la loi normale de moyenmpeet de variance?, la loi de (X —1)/o est la
loi normale de moyenne O et de variance 1. La v.a. (X/e est centrée et

réduite.

densite

¥
0.399

Courbe en cloche

L

-3 -2 0 2 3 x
Figure 9.4 : densité de la loi normale de moyenne nulle et de variance un
{courbe en cloche)

Les zones grisées sur la figure 9 correspondent aux valgles ; elles ont chacune
pour aire 0.025, ou 2.5%. On retrouve la premiére regle de classific®rnvaleurs

observées proposée dans le chapitre 2
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P[H—1.96000 < X <{L + 1.96000] = 0.95

P[H—1.64490 < X <p + 1.64495] = 0.90

P[l+ 1.0364 < X <j + 1.03640] =0.70
P[X < — 1.960 ] =0.025
P[X > + 1.96000 | =0.025
P[X > + 1.64490 ] = 0.050
P[X <y — 1.644% ] = 0.050
P[X > + 1.03640 ] = 0.150
P[X <p — 1.03640 ] = 0.150

L’importance de la loi normale est considérable en statistiquela oencontre tres
fréqguemment dans les applications et elle posséde des propriéténdatalas dont la plus
importante est connue sous le nomxdbeorem central limit », ou, en francais, théoreme de

la limite centrale (on dit aussi centrée), que nous énongons dans le chapitre suivant.

4.4 Loi dux® et loi de Fisher.

La loi dux? (du Chf) de Pearson est la loi d’une v.a. notée souvéfil Xe s’agit pas
du carré d’'une v.a. X) et définie par la somme de carrés de v.a. mod@pes suivant la loi
normale centrée réduide;, Xo, ..., X:

[ XZ= X2+ X2+ ...+ X2 |

Le nombrev de ces v.a. normales et appelé degré de liberté. L'espéranceadt X

égale & et sa variance a\2 On notera que la densité n’est pas symétrique (figure 10).

0.04]

u | |
ZI:]_re " 3%55 70.22 aire - 0.025 120

figure 10.4 : loi du chi? de degré de liberté 49.
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Les zones grisées correspondent aux valeurs 31.55 et 70.22 ; elles oritep0102&
(ou 2.5%). La probabilité qu’'une variable qui suit la loiyfule degré de libert¢ = 49 soit
comprise entre 31.55 et 70.22 est donc égale a 0.95.

La loi de Fisher (ou Fisher Snedecor) est la loi de probabilitéplort F de deux
variables %2 et X% suivant chacune la loi dif de degré de liberté, etv,, et divisées par ces

degrés de liberté

X12 /Vl

XZZ /V2

On notera que si F suit la loi de Fisher de degrés de lbgd®év,, 1/F suit la loi de
Fisher de degrés de libextgetv;.
Ces lois sont utilisées pour effectuer des estimations pavatieede confiance et des

tests d’indépendance (cf. paragraphe 5 .3 et chapitres suivants)

4.5 Loi de Student.

La loi de Student est la loi d’'une v.a. notée T définie par le ragphane v.a. X
suivant la loi normale centrée réduite et de la racine cdiuée v.a. Xsuivant la loi dux® et

divisée par son degré de liberté

X
T=

[x Z/V] 12

Elle dépend de ce degré de liberté naté&lle est symétrique, de moyenne nulle, de
variancev/(v — 2). Sa densité (figure 11) est une fonction compliquée dont I'expression
présente pas d'intérét ici. Lorsque le degré de libedé@gmente\>120), la loi de Student

est confondue avec la loi normale centrée réduite.
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0.399
0.380 o’

o lo1 normale

I loi de Student

Figure 11.4 : densité de la loi normale centrée réduite
densité de la loi de Student de degré de liberté cing

5. COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES.

La notion de couple de variables aléatoires est indispensable pour daardestion
de l'indépendance entre deux variables qualitatives ou quantitatives.nosidimitons au

cas de deux variables qualitatives que nous reprendrons dans le chapitre 7.

5.1 Couples de variables aléatoires qualitatives.

Nous étudions tout d’abord les couples de v.a. qualitatives, la seuleltiffienant
des notations un peu compliquées.

Un couple de v.a. qualitatives est constitué de deux v.a. qualitativesédsssur une
méme populatior) . Nous noterons ici la taille de la population par la lettre minaseul
pour conserver la notation utilisée généralement . On:note

« Xla premiére v.a., X Xy, ..., X, ...X, S€s modalités.

* Y laseconde v.a.ayys, ..., Y, ..., Yg S€S modalités

Le nombre de cas favorableg ast le nombre d'unités statistiques vérifiant les deux
modalités a la fois. La probabilitgjmue X soit égal apxet Y a y., est donc égale au rapport

ci-dessous

PX=x,Y=y¥)=n/n=np,
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Exemple numérigue: nous étudions le tableau-dessous, de taille suffisamment

faible pour que les calculs puissent étre effectués a I'aide d’'une simple calculatrice
Il rassemble les réponses d’'une population de 200 étudiants aux questions)>e(sex
Y (couleur des cheveux). La question X comporte deux modalités (Mi@&ees 1 et 2), la

guestion Y trois modalités (blond, brun, autre, notées 1, 2, 3).

Cheveux blonds Cheveux bruns Autre couleur| Effectifs
(=1) (=2 G=3) marginaux
Masculin (i =1) 25 51 17 93
Féminin (i =2) 62 31 14 107
Effectifs marginaux 87 82 31 200

Tableau de contingence Sexe x Couleur de cheveux
(200 étudiants)

Formalisons I'exemple numérique précédent : ces effegjifsont rassemblés dans le

tableau de contingence-@essous.

Question Y marge
Y1 Y2 o .. Yi Yq
Xy | N N2 ... Nyj Miq n;.
Xo | o1 Npp N, M2,q No.
Question X X | N1 N2 ... Nij Nig n;.
Xp | M1 Mp2 MNpj Mp.q Np.
marge Ny N n.j N.q n

Tableau 1.4 : Tableau de contingence (notations)

Les termes n, n,., ..., N., ... donnent les effectifs des u.s. aya@pbndu a la question
X par les modalitésix xz, ..., %, ....( n. = 93 étudiants de sexe masculip, 7 107 de sexe
féminin). La notation « » indique que c’est la ligne i qui est concernée.

Les termes n, n.y, ..., nj, ... donnent les effectifs des u.s. ayant repondu a la question
Y par les modalitésyyys, ..., Y, .....(n1 = 87 ont les cheveux blondsy 82 bruns, i3 = 31

d’'une autre couleur). La notationj«> indique que c’est la colonne j qui est concernée.
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On distingue ainsi les termes de la ligne 1 notéde$ termes de la colonne 1 notés

(idem pour 2, etc.). Ces effectifsinet n; sont appelés effectifs marginaux. Le nombre total

de réponses étant noté n, on a évidemment :

Du tableau de contingence on déduit un tableau contenant les proportions, amt divis
simplement les effectifs par le nombre d'u.s.. Ce tableau de papest la loi de probabilité

du couple de v.a. (X,Y) :

Définitions : (X, Y) étant un couple de v.a. qualitatives ou discretes,
» on appelle loi de probabilité de ce couple I'ensemble des valgudgfmies par
les rapports if/n :
P =P(X=% Y =y)=njn
» on appelle lois de probabilité marginales les lois de probabili¥¢ eteY définies

par les suites de valeurs pt p; définies par les rapports.fm et nj/n :

pi. =P(X=0)=n/n p,;=PY =))=njn

Exemple numérigue: on déduit du tableau de contingence Sexe x couleur des

cheveux le tableau de proportiondissous, appelé aussi tableau de probabilité :

Cheveux blond$ Cheveux brung Autre couleur| Marge
=1) (=2) (=3) en colonne
Masculin (i=1) 0.125 0.255 0.085 0.465
Féminin (i = 2) 0.310 0.155 0.070 0.535
Marge en ligne 0.435 0.410 0.155 1

Tableau de probabilité et lois marginales
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Remargue: les notations et définitions précédentes, données dans le cas d’'un couple
de v.a. qualitatives, sont les mémes dans le cas d’un couple de v.a. discrétes. Le tableau des

effectifs est alors équivalent a un tableau de corrélation.

5.2 Couples de variables aléatoires quantitatives.

Un couple de v.a. continues X et Y est une fonction qui, a chaque u.s. de ldipopula
Q associe deux nombres réels x et y. Chaque variable X ou Y est@ppeblble marginale
et sa loi de probabilité, notégX) ou f/(y), loi de probabilité marginale.

Un exemple classique de couple de v.a. quantitatives est celuiaidilaormale. On

se reportera au complément correspondant pour obtenir des précisions.

5.3 Indépendance de deux variables aléatoires.

Définition : on dit que deux variables X et Y sont indépendantes lorsque les évé

nements « X1 | » et «Y [ J » sont indépendants quels que soient lesesossmbles | et J.

Propriétés:
» Dans le cas de deux variables qualitatives ou discrétes indépendambesiuit
des densités marginales est égal a la densité du couple et obneey; est calculé par la

formule cidessous :
Pij = A- P
* Dans le cas d'un couple gaussien, I'indépendance est équivalente Atéadoul

coefficient de corrélation. Nous admettrons bien entendu cette propriété.

5.4 Lois conditionnelles.

La derniére classe de lois de probabilité que nous étudions estdeslldois
conditionnelles. Nous nous limiterons aux v.a. discretes ou qualitativée. ri@gion sera
utilisée pour controler I'indépendance de deux variables qualitatives abalyse factorielle
des correspondances sous le nom de profil (chapitre 9).

Définition :

Soient X et Y deux variables discretes ou qualitatives.
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» on appelle loi de probabilité conditionnelle de Y sachant Xla boi définie par la
suite des probabilités conditionnellesP{p1, p, ps, pa'..., py) OU :
p =P(Y =y/X=x)
» on appelle loi de probabilité conditionnelle de X sachant Y = j lddéinie par la
suite des probabilités conditionnelle5=P{p,, p/, pd, pd~, pJ) ot :
pl =P(X=x/Y=Yy)
Propriéteé :
L'indépendance des variables X et Y est équivalente a I'égaldé lois

conditionnelles en lignes (ou en colonnes).
La démonstration est assez facile et est donnée dans les compléments pédagogiques

Exemple: a partir du tableau de contingence donnant la répartition des étudiants
suivant leur sexe et la couleur des cheveux, on peut calculer deug dertepartitions
appelées lois conditionnelles, exprimées souvent en pourcentages :

(i) la répartition des étudiants de sexe masculin suivant la couleuctdagux, puis
celles des étudiantes (lois conditionnelles en ligne) :

Cheveux blonds| Cheveux bruns| Autre couleur Total
Masculin| 25/93 =26.9% | 51/93 =54.8% | 17/93 =18.3% 100%
Féminin | 62/107=57.9% 31/107=29% 14/107=13.1% | 100%

Lois de probabilité conditionnelle en lignes

(i) les répartition des étudiants blonds suivant leur sexe, puis déggts bruns et

enfin des étudiants d'une autre couleur de cheveux (lois conditionnelles en colonne) :

Cheveux blond

LCheveux brun

s Autre couleur

Masculin (i=1)

25/87 = 28.7%

51/82 = 62.2%

17/31 = 54.8%

Féminin (i =2)

62/87 = 71.3%

31/82 = 37.8%

14/31 = 45.2%

Total

100%

100%

100%

Lois de probabilité conditionnelle en colonnes

« P! est la répartition des étudiants de sexe masculin suivant la couleur des
cheveux.

« P?estlarépartition des étudiants bruns suivant leur sexe.



Chapitre 4 page 30 Notions de probabilités

L'indépendance consiste a dire qug B P, (les garcons et les filles sont répartis de
la méme facon suivant la couleur des cheveux) ou duef®’= P,;* ( les blonds, les bruns et

les étudiants d’'une autre couleur de cheveux sont répartis de la méme facon suivant le sexe).

CONCLUSION

Nous nous sommes limités dans ce chapitre aux notions esserntglfggsentation,
élémentaire, respecte les notions abstraites que I'on définitl'dapsoche mathématique
moderne. On notera que certaines notions nécessitent impérativememiittese des
fonctions exponentielle et logarithme, ainsi que le calcul inté&jgahentaire, qui ne sont plus
enseignés dans certaines sections de classes terminalesisganpourtant a vocation
commerciale. Les étudiants issus de ces sections trouveront waabivn aux fonctions

logarithme et exponentielle dans les compléments.
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