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Chapitre 3

REGRESSION ET CORRELATION

La corrélation est une notion couramment utilisée dans toutes lekatippk
statistiques. Elle permet d'étudier la liaison que I'on rencormguémment entre deux
variables dans toutes les sciences humaines ou appliquées. Touteféfs)ileon statistique
de la corrélation est plus précise que le sens courant du tezleerte concerne que des
variables statistiques quantitags, c’esta-dire dont on peut calculer les moyennes.

Considérons par exemple une étude menée par I'hnypermarché EUROMARKE
directeur commercial de cet hypermarché se propose d’étudierdtdg revenu annuel de sa
clientéle, afin de positionner I’hypermarché parmi la concurrencemimence bien entendu
par amlyser chaque critere séparément : calcul de 'dge moyen, du revenu moyen, etc.

Sa démarche consiste ensuite a détecter le lien entre lecritéues : comment ces
deux criteres sofits répartis dans la population observée I'un par rapport a l'auttee®eQ
est la nature de la liaison observée ? L'explication de dattoh esklle une information
utile a la paltique commerciale de I'entreprise ?

Dans le texte qui suit, les deux variables considérées jouertemet le méme role.
La régression, fondée sur la notion de corrélation mais qui donne aaklesrdes rbles

différents, est expliqguée dans le chapitre 7.
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1. REPRESENTATIONS GRAPHIQUES.

Les données se présentent sous la forme d’'une suite de n coypi@snxmérotés de
i=1ai=n.On note mmy, s3, s?, min, min, et max, max, les moyennes, les variances et

les valeurs minimales et maximales des sérig®(Xy).
La démarche initiale et indispensable pour étudier la liaison elew® variables

quantitatives consiste a représenter graphiquement les coypigsaisevés.

1.1 Conventions élémentaires.

On uilise toujours un repére constitué de deux axes orthogonaux. Chaque axe
correspond a une variable statistique (I'age ou le revenu) et chagquegraictérise une unité

statistque (un client).
Le calcul des valeurs extrémes est indispensable pour choiétHeBes sur les axes.

Si I'on veut construire le graphique a lintérieur d'un espace d@fmi un rectangle de
longueur L en abscisse et de large@n ordonnée, l'unité est égale a (maxmin)/L sur

I'axe des abscisses et a (maxmin))/l sur I'axe des ordonnées.

Exemple : I'age et le revenu des clients de I'hypermarché EUROMARKETesnt

caractéristiques suivantes sur les données observees :

Minimum |[Maximum |Moyenne |Variance Ecart-type
age 24 68 40.06 87.2564 9.34111
revenu | 72999 196484 107639.48 |877095300.21|29615.79

Pour représenter les données (I'dge en abscisse, le revenu en ordonnéa)ndans
graphique a l'intérieur d’'un rectangle de longueur L = 10 cm et de largeur@ em, on
détermine les unités de longueur sur chaque axe :

Ux = (68 — 24)/10 = 4.4 : un centimetre représente 4.4 ans
Uy = (196484 — 72999)/6 = 20 580.83 : un centimétre représente 20 580.83 F

On peut naturellement simplifier les échelles, a condition toutefoiesddiminuer
pour que le graphique reste a I'intérieur du rectangle fixé. Par exemple

Uy : 1 cm représente 5 ans
uy : 1 cm représente 25 000F
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On définit frequemment comme origine des axes le point moyen r(y) des
observations. Le point caractérisant l'unité statistique n°i a alors pour abscissenx et
pour ordonnée;y- m,. On peut ainsi déterminer directement si l'unigistique n°i définie
par le couple (xyi) correspond a des valeurs supérieures ou inférieures aux moygnees m
my (cf. figure 1 cidessous).

Dans d’autres cas, on choisit une origine différente, définie par exgraples valeurs
observées les plus petites des sérigge{X y), ou encore une origine qui a un sereigrdans
le contexte des données. Le choix comme origine du point (0,0) n’a pagndiaion
particuliere ; il peut simplifier la construction du schéma ou @traire la compliquer en
imposant des échelles aberrantes sur les axes (par exemopignd’ (0,0) sur les données
précédentes n’a aucun sens, 'ageimum étant 24 ans et le revenu minimum 72999F).

L’origine du repére étant fixée au point moyen, les axes défimtisgmtre quadrants

(on remarquera l'orthographe du moedrant) de la facon suivante

L

y
Quadrant IT © x < m,, y > my Quadrant I: X > my,, y > m,
yp—m,> Q| T i
X
(my,my) %i—mg >0
Quadrant IIT : X < 1, y < my, Quadrant IV : x > m,, y < my

Figure 1.3 : représentation graphique des coupjeg )x
En abscisse :jxen ordonnées ;y
Origine des axes : moyennes @ m,

La précision de la représentation n’étant pas primordiale, on peahsmter souvent
de papier ordinaire pour construire le schéma. En outre, il estghi&fésuivant la place
disponible et le nombre d’observations, de représenter l&ssstatistiques par leurs rangs,

non par des points. Cela facilite leur identification.
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Exemple : en figure 2, nous donnons la représentation graphique des couples (age,
revenu). L'origine des axes est le point moyen, et caractérise le cotples( 107639.48) :
tout point du c6té positif de I'axe des abscisses caractérise un glienégé que la moyenne,
tout point du c6té négatif de I'axe des ordonnées caractérise un clientedoavdnu est

inférieur au revenu moyen, et inversement sur les deux axes.

196 484 F | revenu 1 10
| 39
I
I
I
I
|19
I 8
|
36|
17 | 14
38
2 |
42 3 | 33
24 ans |47 12 dge
------------------- B ey o L e L e L P TP
32 2241 | 68 ans
11 48 4 16 5 20 28
7 29 34|
37 6 15 4524| 44 31
46 49 I 25
18 |72 999 F 43

Figure 2.3 : représentation graphique des couples (age, revenu)
Origine des axes : moyennes de I'age (40.06 ans) et du revenu (107639.48 F).

Le choix du client moyen comme origine des axes permet d’'interpgigdetement la
position d'un client sur le graphique et la représentation des clientsepardng permet leur
identification immeédiate. On constate un déséquilibre dans I'age et le revenu des clients :

e beaucoup d’entre eux sont jeunes et disposent d’'un revenu inférieur a la moyenne
(quadrant lll : n°37, 11, 6, 9, 18, 49, ..)

* les clients relativement agés ont un revenu nettement supérieur aues aut
(quadrant | : n°1, 10, 8) ;

» les personnes de soixante ans et plus (quadrant IV : n°25, 43, 31) disposent d’un

revenu nettement inférieur a la moyenne. On peut penser qu’il s’agit de retraités.
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Parmi les 50 personnes interrogees, celles qui sont relativement Geg@gent un
revenu plus élevé que celles qui sont relativement jeunes. Lesiésetsont nettement

défavorisés.

Dans le cas de données nombreuses, la caractérisation des atigéguss par leurs
rangs est difficile. Un grand nombre d’entre elles risquent d@tsentes du schéma par
manque de place, et il est alors préférable de caractéssard. par des points. Le choix de

I'origine des axes est soumis aux mémes criteres que pnaTahe.

1.2 Tableaude corrélation.

Une autre possibilité dans le cas de données nombreuses est deddéfintervalles
sur chaque variable et de répatrtir les observations suivant aeslieee On obtient alors ce
que I'on appellde tableau de corrélation, dont le terme générique rest le nombre d’unités
statistiques de la forme (X, y) telles que x appartiennat@mialle k défini sur la série et
y a l'intervallel défini sur la série (y

Cette procédure ne présente évidemment un intérét que si les abeergant tres

nombreuses ou si on ne dispose pas des données individuelles.

Définition : on appelle tableau de corrélation des couples X =1, ..., n le tableau
d’effectifs obtenu par répartition des unités statistiques dansteegalles fixés pour cnue

série()i=1,...,net(yi=1,..,n

Le calcul d'un tableau de corrélation est effectué a l'aide dgorithme analogue a
ceux gque nous avons donnés pour répartir des données dans des intervajl@sthira le
plus rapide consiste a chercher, pour chaque couplg)(>dans quels intervalleg &t J les
valeurs x et y se trouvent et a augmenter de 1 le nombre d’observations appartessnt a
intervalles, puis a considérer le couple suivant. On obtient ainsi uauabidfectifs p;. On
construit ensuite la représentation graphique des coupled)(définis par les centres des
intervalles a l'aide de disques dont I'aire est égale aux effegtifs n

Le calcul des aires est effectué de la fagcon suivante : onl'éive du disque

représentant I'effectif total & 1%, | étant la largeur du rectangle dans lequel on veut construire
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la représentation graphique. L’'aire du disque représentarmhservations et dont on cherche

le rayon r, est égalerar® = Tt1%n;/ n. On en déduit

r=1[ng/n"*

Exemple : nous avons réparti les observations dans les intervalles d’age et eleurev

suivants :

Eff. | borne inférieure| supérieure] Moyenne| Centre
1] 14 24 35 30.35714| 29.5
2| 27 35 46 39.85185| 40.5
3| 5 46 57 49.6 51.5
4] 4 57 68 63.5 62.5

age

Eff. | borne inférieure| supérieure] Moyenne| Centre
1| 26 72999 97696 | 87933.84| 85347.5
2| 14 97696 122393 | 108575.5| 110044.5
3| 5 122393 147090 | 135091.8| 134741.5
4| 2 147090 171787 | 158670.5| 159438.5
5| 3 171787 196484 | 194279 | 184135.5

revenu annuel

On répartit ensuite les couples d’observations pour obtenir le tableau ddat@mne:

* Le client de rang 1 est 4gé de 51 ans (intervalle 3) et gagne 195 888Fdjiieterv
5) : on le compte dans la cellule 3,5 ;

* Le client de rang 2 est 4gé de 39 ans (intervalle 2) et gagne 128 456Fdjiieterv
3) : on le compte dans la cellule 2,3 ;

* Etc.

On obtient le tableau de o@lation suivant :

=1 |1=2|1=3|1=4]1=5
k=1| 13 1 0 0 0
k=2| 9 12 4 1 1
k=3 1 1 1 1 1
k=4] 3 0 0 0 1

Tableau 1.3 : tableau de corrélation age x revenu
(50 observations)
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L'interprétation de la figure 3 etlessous, construite par ordinateur aboutit aux
mémes conclusions que précémaent. On ne peut toutefois caractériser les clients par leurs

rangs pour obtenir d’autres informations.

Revenn

1841355

|
? :
¢ §2.5

22 4 aze
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1

. o
. $5347.5 &

origine des axes : 4028, 106093

‘u:

Figure 3.3 : représentation graphique du tableau de corrélation.
On notera que le nombre de couples (50) est insuffisant pour que le calcal de

tableau présente un intérét autre que pédagogique.

1.3 Autres procédures.

Précisons pour finir d’autres procédures de représentations graphiques :

e Les axes orthonormés sont caractérisés par une méme unité deito@pla ne
présente d’intérét que si les variables sont exprimées danéntee mnité ou si elles sont
centrées réduites.

* Un axe peut étre gradué suivant une échelle logarithmique : lpreseate par
exemple un facteur 10 : Le premier centimetre représente 1l@ 4€cond de 10 a 100, etc.
En général, c’est 'axe des ordonnées qui est gradué de agite :fil s’agit alors d’'une
échelle semiogarithmique. Elle permet de représenter des valeurs dont ldioarést trés
importante. Une propriété particuliére classique de cette édeslidogarithmique est que la

fonction exponentielle est représentée sous la forme d’une droite.
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2. COEFFICIENT DE CORRELATION LINEAIRE.

Le coefficient de corrélation linéaire de BravRisarson, appelé souvent simplement
coefficient de corrélation, est une mesure de la liaison estreat@ables. Avant d’en préciser
les propriétés et les limites, nous introduisons la notion de covaremcgtilisant les

propriétés illgtrées dans la figure 1.

2.1 Covariance.

Comme nous l'avons expliqué préecédemment, les deux variables somjLigesune
information sur I'une donne une information sur I'autre, plus précisément ici quand larpositi
d’'une des variables par rapport a la moyenne donne une indication suti@pmtes|'autre.

Les quatre quadrants définis par les axes contiennent des unités statistiegigsi¢el

dansle quadrantl: x>m,y>m, |danslequadrantll: x<m,y>m,
dans le quadrant lll : x<m,y<m, [danslequadrantlV: x>m,y<m

On en déduit le signe des produits (X g (@ — my) dans chacun des quadrants :

quadrant|: (x—-m)(y—m)>0| quadrantll: (x—m)(y—-m)<0
quadrant lll : (x — mx)(y —my) > O quadrant IV : (x —m) (y—m) <0

Supposons que la plupart des unités statistiques se trouvent dans lestguadril.
Les produits de la forme (x —Jgny — my) sont généralement positifs. Leur moyenne est
positive et sera d’autant plus grande que les unités statisteprésentées dans lesadrants
| et Il seront nombreuses et éloignées de l'origine des axes.

Supposons que la plupart des unités siqtiss se trouvent dans les quadrants Il et IV.
Les produits (x — g) (y — my) sont généralement négatifs, et par suite leur moyenne est
négative. Cette moyenne sera d’autant plus petite (grande en &bsmiue) que les unités
statistiques représentées dans les quadrants Il et IV seroiitreuses et éloignées de
I'origine des axes.

Lorsque la plupart des unitésasttiques se trouvent régulierement réparties dans les

quatre quadrants, on ne constate pas de liaison entre ld@desriles produits positifs et les
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produits négatifs se compensent plus ou moins les uns les autresmbgenne est

relativement proche de 0.

Exemple : les 50 clients de I'hypermarché se répartissent de la facon saiamts

les quatre quadrants :

quadrant] (x>m,y>m): 12 |quadrantll (x<m,y>m): 6

quadrant lll (x<m,y<m): 25 |quadrantlV (Xx>m,y<m): 7

Les quadrants | et lll contiennent 37 unités statistiques sur 50. L'dge@tenu sont
en général placés de fagcon identique par rapport a leurs moyennes : un dliediggl que la
moyenne (ou moins age) bénéficie en général d’'un revenu supérieur a la méyenne
inférieur) et inversement. Les produits de la forme (xHym m) sont généralement positifs,

et par suite leur moyenne.

Définition : on appelle covariance cov(x,y) de la série i la moyenne des produits

de la forme (x—my) (yi —my) :

1 n

covix,y)=— = (xi—mJ(yi—m)
n i=1

Le calcul de la covariance par la formuledessus n’est guére commode : il faut
d’abord calculer les moyennes, puis les différences, puis leur produnfie la moyenne des

produits. On préfére utiliser une autrenfmile pour le calcul.

Propriété: la covariance est égale a la moyenne des produits moins letpdedui

moyennes.

1 n
covix,y) = — I Xiyi—memy
n i=1

Remarque la covariance d'une variable avec aidme est égale a la variance de

cette variable : cov(x,x) 55

2.2 Coefficient de corrélation linéaire.
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La covariance est un parametre statistique difficile a iréegpr comment évaluer la
taille de ce paramétre ? A partir de quelle valeur-peéite considéré comme « grand », Ou «
petit » ? Comment comparer deux covariances calculées sur des sidot@ement
différentes ? La difficulté de répondre a ces questions est dpartculier au fait que la
covariance dépend des unités de mesure choisies pour observer les;seéti€p) (x

Si I'age est en années et le revenu en francs, la covariamed'&pe et le revenu est
en « annéefrancs » ; si I'age est en mois (1 année = 12 mois) etvienteen dollars
(1F=1/6$), la valeur numérique de la « méme » covariance sera éd¢mlpracédente
multipliée par 12 1/6 = 2. C’est pourquoi I'on préfere en général calculer la covardese
séries centrées réduites’)et (y'), qui sont indépendantes des unités de mesure, et dont les
formules ont été données dans le chapitre 2 :

Xj — Mk yi—my

Xi’ = Vi =
Sx S,

Définition @ on appelle coefficient de corrélation linéaire de la sérjg %X la

covariance des variable centrées réduitesy(X.

Formule : le coefficient de corrélation linéaire est égal a :

[ r(x,y) = cov(x,y)/s s |

Le coefficient de corrélation est du méme signe que la covar@rindépendant des
unités de mesures. Nous verrons qu'il est compris entre —1 et 1. Castopeuwtomparer deux

coefficients de cortétion calculés sur des données statistiques différentes.

Exemple de calcul : nous considérons <lessous une série de 10 couples

d’observations. Nous en construisons la représentation graphique, puis calculonaikle dét

coefficient de corrélation.

[ Xi Yi [ Xi Vi

1| -1.1281 -0.8054 6 0.8253 0.1334
2 1.0119 -0.4356 7 0.9883 -0.9250
3| -0.7513 0.4391]1 8 0.4276 0.0813
4| -0.3582 0.6185 9 -0.4186 -0.9395
5| -2.4488 0.7595 10 0.1263 -1.0540
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Figure 4.3 : représentation graphique des dix couplgs/jx

Pour calculer le coefficient de corrélation linéaire entre les deanables, on peut

construire le tableau de calcul suivant :

i X; yi X2 yi? Xyi | O6-mg? | (Yi-my)? | (6 = mox (yi — M)
1 [-1.1281]-0.8054 1.2727 0.6487 0.9086| 0.9131] 0.3512 0.5663
2 | 1.0119]-0.4356 1.0238 0.1898 -0.4408 1.4029| 0.0497 -0.2639
3 1-0.7513 0.4391|0.56440.1928 -0.3299 0.3349| 0.4249 -0.3773
4 1-0.3582 0.6185/0.1283 0.3826 -0.2215 0.0345| 0.6910 -0.1543
5 |-2.4488 0.7595|5.9966 0.5768 -1.8599 5.1813| 0.9453 -2.2131
6 | 0.8253] 0.1334/0.6811/0.0178 0.1101| 0.9957| 0.1198 0.3454
7 | 0.9883/-0.9250 0.9767/0.8557/-0.9142 1.3476 | 0.5073 -0.8268
8 | 0.4276| 0.0813/0.1828 0.0066 0.0347| 0.3602| 0.0865 0.1765
9 [-0.4186/-0.9395 0.17520.8826 0.3933| 0.0605| 0.5281 0.1788
10| 0.1263]-1.0540 0.0160/1.1108 -0.1331 0.0893| 0.7077 -0.2514

Ce tableau permet de calculer les moyennes, les variances, la covagaree
coefficient de corrélation linéaire. Les trois derniéres colonnes, quenpeut remplir
gu’'apres le calcul de la moyenne, ne sont pas indispensables si on usilifenriles de
calcul des variances et de la covariance. Elles permettent de efélestunités statistiques
particulieres dans la liaison, ici l'unité statistique 5 dont on examinar@dsition sur la

figure 4.
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Cette unité statistique particuliere donne un produit de la forme (x)—= (@m, )
relativement élevé en valeur absolue par rapport aux autres. La covarianm@ stite le

coefficient de corrélation en dépendent beaucoup. On trouve :

Sommes Moyennes

des observations x -1.7256 -0.1726

des observations y -2.1277 -0.2128

des carrés x2 11.0178 1.1018

des carrés y2 4.8642 0.4864

des produits xy -2.4527 -0.2453

des produits (x — gy — m) -2.8198 -0.2820
variances écartstypes

des observations x 1.0720 1.0354

des observations y 0.4411 0.6642

On en déduit le coefficient de corrélation :
r(x,y) =-0.2820 / (1.03540.6642)

Soit:

r(x,y) =-0.4101

Le coefficient de corrélation calculé sans tenir compte de l'u.st ged a-0.0883 :

son influence est donc tres forte, comme on peut le supposer en examinant la figure 4.

Définitions :

* On appelle point aberrant dans la liaison entre deux variablegigtegs un point
qui est en contradiction flagrante avec la liaison constatée sur les autrestidrser

* On appelle point influent dans la liaison entre deux variablestgfaés un point

qui accentue considérablement la liaison constatée sur les autres observations.

La recherche des points aberrants et influents est fondée suentéeme régle de

classification que nous avons donnée dans le chapitre 2.

Exemple: la représentation graphique donnée en figure 4 permet de détecter deux

points particulies:
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* L'uss. i =1 est en contradiction avec la liaison observée sur les swtomts,
mais n'est pas suffisamment écartée du point moyen pour que l'on puisseasldécer
comme aberrante.

e L'us.i =5 a l'extrémité du nuage de points est une observation infludate :
valeur % est tres petite par rapport a la moyenne et la valeugnande (cf. tableau de

calcul). Elle accentue considérablement la liaison entre les variables.

Lorsque les données sont présentées sous la forme de données grupges)(ril
suffit d’introduire les effectifs jpdans les calculs des moyennes, variances et covariances.
Dans le cas d’'un tableau de corrélation, a chaque coupld)(défini par les centres
des intervles k etl est associé I'effectifyi. Le nombre d’observations dans l'intervalle de
centre ¢ est noté g, le nombre d’observations gans I'intervalle de centrg est noté n. Les
moyennes et variances des centres sont@oées par les effectifscnpour les centresccn,
pour les centres.dDe méme chaque terme dans le calcul de la covariance est pondgfié par n
En notant p et g les nombres des intervalles définis sur kesyx la covariance est

donnée par la fonule cidessous :

1 p q
cov(cd)=— 3% S Ny (C—my) (di—
md)
n k=11=1

On la calcule comme la moyenne pondérée des produits moins le produit des

moyennes pondérées :

1 p q
cov(cd)y=— 3 S NG o — My
me
n k=11=1

Dans la formule précédente, la somme ne concerne que les produésfatend
Nk, Ck d et le facteur 1/n ne divise que cette somme.
Comme précédemment, le coefficient de corrélation est le raggtatcovariance aux

produits des écartypes :

r(c,d) = cov(c,d) / (%)
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Exemple : Considérons la répartition des 50 clients suivant I'age et le revasu
clients d’Euromarket donnée précédemment. On calcule tout d’abord les parsnét

chaque série d’observations en tenant compte des effectifs de chaque classe. :

d| n, n, d| n, d| 2
85.35|26| 2219.1|189400.18
110.04{14]1540.56 169523.22
134.74 5| 673.7 | 90774.34
159.44 2 | 318.4 | 50765.70

5 184.14 3 | 552.42|101722.6]
Somme 50]5304.18 602186.01

revenu annuel

AIWINFR|[—

Ce M| Me o | me ol
29.5/14| 413.0[12183.50
40.5|27/1093.5 44286.75
51.5| 5 | 257.5|13261.25
4 |62.5| 4 | 250.0|15625.00
Somme 50| 2014.0 85356.50

age

WIN|IFP X

Pour simplifier les résultats, nous avons exprimé les revenusligrsnile francs et
ne conservons que deux décimales. On déduit de ces deux tableaux desabmihhees et

les écartstypes a l'aide des formules correspondantes :

age [revenu
Moyenne | 40.28 106.08
Variance 84.65 790.75
Ecarttype | 9.20| 28.12

Il reste a calculer le coefficient de corrélation, donc d’abord la carare, égale a la
moyenne des produits moins le produit des moyennes. Pour chaque classeedg défibie
sur I'age et chaque classe de centreéfinie sur le revenu, on calcule le produit & d, . On

remplit ainsi le tableau eflessous :
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d; =85.35 d> =110.04 d;=134.74 |d;=159.44 |ds;=184.14

€1 = 29.5/1329.585.35| 1x29.5110.04 0 0 0

Cc; = 40.5] 9x40.585.35|1240.5110.04 4x40.5134.74 1x40.5159.44 1x40.5184.14

cz=51.5] 1x561.585.35| 1x51.5110.04 | 1x51.5134.74 1x51.5159.44 1x51.5184.14

C4 = 62.5| 3x62.585.35 0 0 0 1x62.5184.14

Sommes| 84240.45 62392.68 28766.99 14668.48 28449.63

La somme totale est égale a 218 518.23, et la moyenne des produits a 4 370.36. On en
déduit la covariance :
cov(age, revenu) = 4370.36 — 40.286.08 = 97.46
D’ou enfin le coefficient de corrélation :

r(age, revenu)= 97.46 / [9.2(28.12]

r(age, revenu)= 0.371]

La répartition des données dans un tableau de corrélation n'a pas modifié
sensiblement les moyennes ni les variances. Par contre le eogftiei corrélation est égal a
0.377. Il est ici supérieur au coefficient de corrélation calculé ssirdiennées individuelles
(0.298), mais ce n’est pas toujours le cas. Avec toutes les décimales, on obtient r = 0.375.

On pourra vérifier cette stabilité du coefficient de corrélation en chamigge classes,

en les caractérisant par leurs moyennes. Les calculs peuvent étre effectués far StatP

3.PROPRIETES DU COEFFICIENT DE CORRELATION.

3.1 Propriétés mathématiques du coefficient de cogétation linéaire.

Propriété fondamentale: le coefficient de corrélation linéaire d’'une série de couples

d’observations (x ) i = 1, ..., n est compris entrd et 1. S'il est égal al, les couples
(xi, yi) 1 =1, ..., n vérifient exactement une relation linéaire de la forme
quelquesoiti=1,...,nax+by+c=0
ou a et b sont deux nombres réels constants et les points qui Eesergent sont strictement
alignés.
En fait, le coefficient de corrélation linéaire posséde des ptépridathématiques

fondamentales analogues a celles du cosinus d’'un angle.
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La propriété fondamentale précédente est connue sous le nom d’inégalité de Schwarz.

3.2 Interprétation du coefficient de corrélation. Liaison linéaire.

L’interprétation du coefficient de corrélation linéaire n'est passi facile qu'on le
croit généralement :

* Plus il est proche de 1 ou ek plus les points sont proches d’'une droite. S'il est
égal at 1, les points sont strignent alignés.

e pour préciser une valeur a partir de laquelle on peut considérer fleciene
comme proche de 1 ou de -1, on utilise une table statistique (paragraphe 3.3).

* on peut obtenir des coefficients de corrélation tres proches de 1 (Qr98gss
données non linéaires (par exemple, des données de la formpy = e

* on peut obtenir des coefficients de corrélation nuls sur des donnéepdiéene
relation non linéaire exacte (cf. I'exemple donné plus loin).

* une relation statistique, détectée par le coefficient de coorélau par un
graphique, ne montre jamais deatiein causale entre deux variables. La causalité

ne peut étre déduite que d’'une analyse non statistique des données.

Nous donnons ailessous trois schémas caractéristiques des valeurs flicienede
corrélation dans le cas d’'une liaisondaire.

Lorsque le coefficient de corrélation est proche de 1 (il e$&é@@ en figure 5.1), les
observations dans les quadrants | et Ill sont beaucoup plus nombreuses dasitants |l et

IV et presque alignées le long d’une droite appelée axe principal.

Figure 5.1.3 : Coefficient de corrélation proche de 1
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En figure 5.2, le coefficient de corrélation est égal a —0.7: lesnadifons sont plus
nombreuses dans les quadrants Il et IV et sont moins bien aligredes.pkincipal apparait

encore assez nettement.

Figure 5.2.3 : Coefficient de corrélation proche de —1
En figure 5.3, les observations sont réparties de facon uniforme damgidae

quadrants : le coefficient de corrélation est tres proche de 0 et I'axe prineipphrdit plus.

Figure 5.3.3 : Coefficient de corrélation proche de O
L’axe principal représenté sur les graphiques n’est pas la deitégression que nous
définirons au chapitre 7. Il est déterminé de la facon suivantst leeroite telle que la
somme des carrés des distances des points a cette droit@ glis Ipetite possible. Nous

retrouverons cette notion dans le ditva9.
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Exemple : le coefficient de corrélation entre I'age et le revenu des Snhidide
I'hnypermarché est égal a 0.298 sur les données individuelles. La figure 2entprdrles
points sont relativement €loignés d’une droite du fait surtout des ctientangs 25, 31 et 43.
Le coefficient de corrélation n’est pas ici un paramétre statistique trés fiable.

Une liaison dangereuse : nous donnons d@lessous une série de 10 couplesy(xtels

gue y soit égal a f(} . Le lecteur pourra calculer le coefficient de corrélation r(x,y) et vérifier
gu'il est égal a 0. La représentation graphique des couples montre une liaistiorioetie

évidente qui n’est pagiéaire :

X Yi i X Vi
-0.5979 0.8868 6 |-2.1125/-1.3455
1.5204/-0.1957| 7 | 0.1706 1.0187

8
9

1.1423 0.3179 -1.9535/-0.9815
-0.0256] 1.0451 0.6340 0.7997
2.4093 -1.886310|-1.1871 0.3409

QRIWIN(FP|—

10 couples liés fonctionnellement
dont le coefficient de corrélation est nul

Ce genre de liaison peut exister en particulier dans les analyseséres s

chronologiques (chapitre 8) et multidimensionnelles (chapitre 9).

AY
y

ig 3

v

figure 6.3 : représentation d'un ensemble de couples
(x,y) tels que y=f(x), r(x,y) = 0

3.3 Répartitions normales.
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Une autre condition pour que le coefficient de corrélation linéaire soit #sblgue les
distributions des séries suivent a peu prés la loi normale;aethst que les histogrammes ne
soient pas trés différents de la courbe en cloche (cf. chapitre 1).

Lorsque cette propriété est veérifiée, on connait la répartition dfficte de
corrdation calculé sur une série de n couples dont le coefficient ddatimméhéorique est
égal a 0. Nous anticipons ici sur le chapitre 6 pour donner une reglassement de ce
parametre : un coefficient de corrélation supérieur en valeur absolue a la valeurdiormiée
tableau 2.3 pour le nombre d'observations correspondant montre I'existencelidisoe

réelle entre les variables.

n | valeur limite| n | valeurlimite| n | valeur limite
10 0.6319 60 0.2542 150 0.1603
20 0.4438 70 0.2352 160 0.1552
30 0.3610 80 0.2199 170 0.1506
40 0.3120 90 0.2072 180 0.1463
50 0.2787 100 0.1966 200 0.1388

Tableau 2.3 : valeurs limites du coefficients de corrélation

Exemple : On donne cdessous I'histogramme des revenus des 50 clients observés

d’Euromarket (figure ).

densite §.000021

4% &% Francs
TIo99 7608 122393 147098 17787 196484

Figure 7.3 : Histogramme des revenus et courbe en cloche
(50 clients,5 intervalles de méme amplitude)
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Il est tres différent de la courbe en cloche : les revenus ngpasntpartis parmi les
50 clients d’Euromarket suivant la loi normale, et linterprétation du fodeht de

corrélation doit étre prudente.

3.4. Matrices de corrélation.

L’analyse de la corrélation est beaucoup plus compliquée dansde phss de deux
variables. Dans I'exemple donné, on a observé simultanément I'ageyeleu, le nombre
d’enfants et les dépenses des 50 clients. Il y a donc 4 varialdesodfficients de corrélation
a calculer conaaent :

 |'age et successivement le revenu, le nombre denfants, les dépEhses

coefficients);

* le revenu et successivement le nombre d’enfants, les dépenses (2 coefficients)

* le nombre d’enfants et les dépenses (1 coefficient).

Donc en tout 6 coefficients de corrélation.

Le méme raisonnement nous montrerait que pour 10 variables, on a 45atsftie
corrélation a calculer et que dans le cas général, pour p varighbhesnbre de coefficients de
corrélation est égal a p(p — 1) /2. Pour p = 20, cela donne 190 coefficients de corrélation.

Le probleme n’est pas dans le calcul, vite résolu par le recdimfpamatique ; il est
dans le tracé des graphiques, qui sont aussi nombreux que les ausffigecorrélation, et
dans l'interprétation globale des relations entre les variables.

Il existe une méthode spécifique pour analyser ce genre de donbgeslyse en
composantes principales, que nous expliquons rapidement dans le chapitre 9.

On présente en général les coefficients de corrélation soasnt@ fd’'un tableau a
double entrée, chaque ligne et chaque colonne du tableau correspondant aablee Uaritel
tableau est appelé matrice de corrélation et possede plusieurs propriétés)tesgre

« La diagonale constituée des termes figurant & lagme et a laS colonne est

constituée de 1

* |l est symétrique par rapport a cette diagonale.

Exemple : nous donnons ailessous la matrice des corrélations entre I'age, le revenu,

les achats et le nombre d’enfants.
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Le coefficient de corrélation entre I'age et le nombre d’enfant®gast a —0.192. I
serait utile de représenter graphiquement les couples (age, nombre d'gipumtexpliquer
pourquoi il est négatif. C’est la un des intéréts du coefficient deélemion : il suscite des

interrogations, auxquelles les réponses sont souvent intéressantes.

age | revenu| achats| nb. enfantg
age 1.000
revenu 0.298| 1.000
achat -0.132] 0.137] 1.000
nb. enfantg -0.192| 0.384] 0.626] 1.000

4.DROITE DE REGRESSION.

Nous donnons une premiére approche de la régression linéaire, lifatétatstique

descriptive, qgue nous complétons dans le chapitre 7 dans le cadre général du modéle linéaire

4.1 Critere des moindres carrés.

Figure 8.3 : Critére des moindres carrés
origine des axes en ((rm,)

Nous avons représenté en figure 8.3 un ensemble de couplg3 i>= 1, ..., n en

fixant I'origine du repere au point moyen(nmy). La droite que nous cherchons est la doite
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la plus proche possible des points, de fagcon que, pour chaque coupjelierdonnée ysoit

la plus pres possible de 'ordonnée;B-a& du point de la droite d’abscisse x

remarque en mathématiques, I'équation d’'une droite est notée y = a x + b. En

statistique, I'usage est la notation choisie iciy =b x + a.

Critere_ des moindres carrés Pour que chaque valeurspit la plus proche possible

de 'ordonnée b x+ a du point d’abscisse de la droite, on minimise la somme des carrés des
différences

n
S= 3 [yi-(bx+aFf
=1

Les différencesy; — (b % + ajJsont représentées sur la figure 8.3 par les longueurs

des segments de couleur rouge (elles ne sont pas toutes représentées).

4.2 Estimation des coefficients de régression. Réss.

Le calcul mathématique permet de déterminer les valeurs déxieaés b et a de

facon que cette somme soit la plus petite possible.

Définition : on appelle droite de régression de Y en X calculée sur les squiplg)
i =1, ..., nla droite d'équation la plus proche des points de coordonnég} &« sens des

moindres carres.
Remarque on peut évidemment définir la droite de régression de X en Ye Cett

procédure n'est pas compatible avec le modeéle linéaire génératisiéest préférable de ne

pas en parler.

Théoreme et définition :les coefficients b et a de la droite de régression sont appelés

coefficients de régression. lls sont donnés par les formubisssbus

b=cov(x,y)/§ =rs/s | a=m—-bmny
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Conséquence importantéa:droite de régression toujours passe par le point moyen :

pour X = m, on obtienty = m

Définition : on appelle résidu; de terme défini par la différence entre la valeur

observée et I'ordonnée du point de la droite de régression d’abscispew i=1, ..., n.

e=y—-(bx+a,i=1..n

Théoreme: la série des résidus possede les propriétés suivantes

* sa moyenne est nulle

« sa variance est égale 4 (1 — f) 5, ol r est le coefficient de corrélation des
couples (x y)i=1,...,n, etﬁ la variance desy =1, ..., n;

* le coefficient de corrélation entre lesex les gest égal a 0.

Les résidus;ettant de moyenne nulle, leur variance est la moyenne de lewés. dksrr
mesurent la proximité entre la droite et les points, et cele®mius petites erreurs possibles
suivant ce critere. Plus la moyenne de leurs carrés est, fplbkela droite est proche des
points.

Les propriétés des résidus s’expriment sous la forrdessous

1 n 1 n
e=0/- = &’=(1-AHs’|l- = xe=
1 ni=1 ni=10

1

n i

M =S

On suppose généralement que les résidus sont répartis a peu prslauearbe en
cloche. La classification des résidus est alors donnée pardahadgtuelle moyenng deux
fois I'écarttype (cf.chapitre 2). La moyenne étant nulle, on comparera les résickrsart

type et a deux fois I'écatype.

4.3 Exemple : régression des revenus par I'age degents.

Nous avons analysé précédemment la relation existant entneelauret 'age parmi

les clients d’Euromarket. Nous abordons maintenant un probléme différentchesakons a
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reconstituer approximativement le revenu de quelqu’un en fonction de sdhsagit d’'un

probleme de régression. Les résultats numériguesssious sont obtenus par le logiciel

équation de la droite de régressiog = 946.174age + 69735.7%

coefficient de corrélation linéaire r=0.298

variance des résidus s = 798 979 500

reveni - =-

0 55 ans age

Figure 9.3 : représentation graphique des couples (age, revenu)
Droite de régression et prévision du revenu pour 55 ans.

Les valeurs du revenu estimé pour 55 ans et 65 ans sont données papfiédg i
droite:
y =946.17455 + 69 735.75 =121 775.3
y =946.17465 + 69 735.75 = 131 237.1
Ces estimations ne sont pas satisfaisantes :
» tous les clients agés de 55 ans environ (n° 1, 8 et 10) ont un revenuelairgem
supérieur a 121 775.32.
» tous les clients agés de 65 ans environ (n° 25, 31 et 43) ont un revenieldrgem
inférieur a la valeur estimée par la droite (131 237.1).
On peut le vérifier en effectuant le calcul des résidus :
€1 - 195888 -(946.17451 + 69 735.75)= 195888 — 117 990 = 77 897.38
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155 989 — (946.17453 + 69 735.75)= 155989 — 119 883 = 36 106.03
196 484 — (946.17457 + 69 735.75)= 196 484 — 123 667.F 72 816.34

PP
noo

Le calcul des résidus= e;1 et a3z donne les résultats-dessous
&s5=-51533.54 631 =-47607.58 43 =-60130.41

Suivant la régle, les résidus, e et o peuvent étre considérés comme grands
(supérieurs a l'‘écatiype 28 266.23) ou trés grands (supérieurs a deux fois Fgpart
56 532.45), tandis que les résidus €;; et g3 sont petits ou trés petits. Le probleme n’est pas
I'existence de tels résidus, mais le fait que tous les résmusspondant a I'age de 55 ans
soient grands et tous les résidus correspondant a I'age de 60 ans petits.

L’analyse plus approfondie des résultats de la régression néckstlisation des
probabilités et des tests statistiques. Nous en présentonsrdsglignes dans les chapitres

suivants et revenons sur la régression linéaire dans le chapitre 7.

CONCLUSION.

Par son champ d'applications et les méthodes qui en découlent, I'aniyke
corrélation est une démarche fondamentale de la statistique appliquée.

La linéarité de la liaison et la forme en cloche des réeansitdonnent au coefficient
de corrélation des propriétés statistiques intéressantes, que noloppigve dans les trois
chapitres suivant. On se gardera bien d’expliquer la liaison entre \g®iables par une
relation de cause a effet, sans donner d’argument fort compléspprdthe statistique.
Inversement, lorsque la taille du coefficient de corrélation pgbréée comme argument
démontrant la relation de causalité, il faut étre conscient queaisennement est trés

insuffisant (cf. exercice 4).
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