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Chapitre 2

CARACTERISTIQUES
NUMERIQUES

Lorsque les données sont quantitatives, les représentations graphiquesrguétees
par des valeurs numériques, appelées aussi caractéristiques, iniguanpriétés des don-
nées. Les variables quantitatives discrétes (a valeurs eptlesedonnées ordinales (qui sont
des clasaments par ordre de préférence) et les échelles de notes peugadsanilées aux

données quantitiases.

Exemple: dans le chapitre précédent, les informations obtenues aupres des clients ont
été présentées graphiguement. Il s’agit maintenant de proposer des paramgir&gues
donnant une indication sur le montant de leurs achats.

Pour comparer sa clientéle a celles des autres hypermarchésplensstble commer-
cial a besoin d’'un ordre de grandeur du montant des achats. Les calculs sonesffaa les
50 clients — I'échantillon observé — mais ce sont les propriétés auantefensemble de la
clientele — la population de référence— qui sont intéressantes : nowsseatans le chapitre

5 comment aborder ce probleme. Les données figurent dans le tableau 2.2 du chapitre 1.
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1. CARACTERISTIQUES DE TENDANCE CENTRALE .

Dans le chapitre précédent nous avons défini la classe modale amefiendont la
densité est la plus grande. Les valeurs caractéristiques quentrodsiisons dans ce chapitre
sont fondées sur une notion différente, celle de distance : pour trcandee Ide grandeur des

observations, nous cherchons une valeur la plus proche possible de la série d'observations.

1.1 Notion de distance.

La série de données se présente sous la forme d’'une suite de nonmnegrotés
dei=1ai=n.Parexemple, le montant des achats du prdimrest x = 150.15, celui du
1C° est %o = 555.10. Pour évaluer la proximité entre ces deux achats, il estlrdien calcu-
ler la différence, et, cette proximité entreet xo étant la méme qu’entregopet x, on peut
considérer la valeur absolue ou le carré de cette différence :

X1 —X10= = —404.95 [x; — X0 0= 404.95 (X1 — X10)* = (— 404.95]

Comment évaluer maintenant la proximité entre une valeur x atdeservations;»?

Deux méthodes (parmi d’autres) sont possibles :

* on considéere la sommeg @es valeurs absolues des différences entre x gt:les x

n
& =Ux—-x0+x—xU+x-xU+ = 5 0UOXx-—X
O
i=1
* on considére la somme d définie par son carré :
n

A= [X=xT+[x=%+[x=%+= 3 [x-Xx
]
i=1

Chacun de ces deux paramétrested® caractérise la proximité entre la valeur x et la
série des observations:xplus g ou d? est grand, plus x est différent desGe sont en quel-

que sorte des « distances » entre la valeur x et la sgriee {x ..., n.

1.2 Caractéristiquesde tendancecentrale ; médiane,moyenne.

Pour déterminer I'ordre de grandeur des observatigrissxffit de calculer la valeur x

qui en est la plus proche possible. Chaque distance précédente condtaanétrp :
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* la somme des valeurs absolues des différencesteminimale lorsque x est une

valeur appelée médiane qui possede la propriété caractéristique suivante :

la médiane est une valeur telle que la moitié des

observations Xui soient inférieures ou égs

La médiane est aplgée aussi parfois moyenne. Elle n’existe pas dans certairet cas
n'est pas toujours unique : on se contente alors d'une valeur apphiorintcomme dans
I'exemple numérique ailessous. Nous noterons la médiaRe m

« la somme des carrés des différencgsast minimale lorsque x est égale a la

moyenne notée m des observations (c’est le critere des moindres carrés) :

X+ X +Xz + X4+ ... 1 n
)
m = = S X
i
n n i=1

Exemplenumérigue: on donne cdessous une série de 6 observations :
X1=10,%=11,% =12, % =13, % =14, % =15

La moyenne de ces 6 observations est égale a 12.5, et on choisit comme faédiane

moyenne deget X : 12.5 (3 observations sont inférieures a 12.5 et 3 sont supérieures).
Supposons que; yrenne la valeur 0. La moyenne devient 10.83, la médiane reste

€gale a 12.5.

Les propriétés de la médiane et de la moyenne sont les suivantes :

» la médiane a pour avantage d’étre peu sensible aux valeurs numédedaesgrie ;
elle ne dépend guére que de l'ordre des observations et est constardesities
premiéres et derniéres observations varient considérablement’dédtepas tou-
jours facile a calculer, et parfois méme n’existe pas.

* La moyenne posséde des propriétés mathématiques intéressastdaciieea ma-

nipuler mathématiquement. Elle dépend de toutes les valeetgarticulierement

des valeurs ixtrés grandes en valeur absolue, surtout si les observations sont peu

nombreuses.
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En conséquence,

* lorsque les données sont peu nombreuses, que certaines observations élant tres
vées en valeur absolue, et qu’il existe un risque d’erreur de nmesuregligeable,
on choisira la médiane comme ordre de grandeur des observations. Aussie da
petit exemple numeérique précédent, si 'on considere queexpeut pas raisonna-
blement étre égale a 0, et qu'il y a donc erreur, on choisiradame’

» lorsque les observations sont précises, fiables et relativementewsaby on choi-

sira la moyenne comme ordre de grandeur des\digms.

Exemple: La médiane et la moyenne des achats des 50 clients sont :
moyenne : m = 316.945 médiane : = 264.14
La médiane est ici la moyenne des 26 26 observations aprés csement dans

I'ordre croissant :

X13 = X(25) = 254.13 Xp4 = X(26) = 274.15

Casde donnéesclassées il arrive que les données étudiées soient groupées par valeur

ou aient été réeparties dans des intervalles (cf. exercice haghitre 1) . S'’il est en général
difficile de calculer la médiane (on peut utiliser une interpolatiorail®écomme dans
StatPQ, on peut calculer la moyenne en supposant que dans chaque classe netiarsse
sont toutes égales au centre de cette classe. Pour calaul®ydane appelée moyenne pondé-
rée, on utilsera alors la formule -tlessous dans laquelle :

* nestle nombre total d’observations ;

* plenombre de ctaes;

* ng le nombre d’'observations appartenant a la classe de centre ¢

NC+npe+..+0RGc 1
me= =
n n k

N Gk

™Mo

! La médiane était utilisée dans les compétitiomstapes avant I'utilisation du chronométrage éleetr
nique. La valeur choisie était la médiane des nesseffectuées par les trois chronométreurs, poiterédes

erreurs dues a un déclenchement tardif ou anticipghdonometre.
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Remargue : en caractérisant chaque classe par la moyenne des observatituis qui

appartiennent, la moyenne pondérée est la moyenne des données individuelles (exercice 7).

2. CARACTERISTIQUES DE DISPERSION.

La moyenne et la médiane donnent chacune un ordre de grandeur des obsem@tions
sont des caractéristiques de «tendance centrale ». Maisfdcédst d’'imaginer des séries

d’observations ayant méme moyenne et méme médiane alors qu’elles sont n&stekffé

Exemple numérigue : on considére la série de 6 observations; =x10, % = 11,

x3 =12, % =13, % = 14, % = 15. Nous avons vu que la moyenne et la médiane sont égales a
12.5. Lasérie x=0,% =1, X% =2, % =23, % = 24, % = 25 a la méme moyenne et la méme
médiane que la premiére. Elle en est pourtant tres différenteoblesrvations sont beaucoup

plus écartées les unes des autres.

2.1Ecart absolumoyen,variance et écart-type.

Pour compléter la caractéristique de tendance centrale par uneparavaluant la
« dispersion » des observations, on évalue la distance entre cettércgtique et la série des
observations x

* on considére la sommeg des valeurs absolues des différences entre la médiane

mget les x:
n
Ene=0x1 —me O+ Oxo — me O+ Oxg —me O+ ... = > xi—mO
i=1
» on considére la somme des carrés des différences entre la moyenne m:et les x
n
d*=[x-mf+De-mf+[x-mf+.. = 5 [x-mFf
i=1

Dans la pratique, on recherche des ordres de grandeur des¥cartg [lou des car-
rés (x— mY. Ces ordres de grandeur sont donnés par les moyennes (mémais'fllasrio-
gique de considérer la médiane des écaxts- ms [ldans le premier cas). On définit ainsi

» ['écart absolu moyen,g, ms étant la médiane :

| 1 _n |
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€m= — > [xi—mll
n i=1

« lavariance’s, m étant la moyenne :

« la racine carrée s de la varianéeest appelée écafype : elle s’exprime dans la

méme unité que les observations.

Il N’y a pas de procédure simple pour calculer I'écart absolu m@&ancontre, pour

calculer la variance, on dispose de la formuldeassous :

1 1 n
= — (xP+x°+x+..)-mM= — 3 x’-nf
n n i=1

Dans cette formule,?sapparait comme la moyenne des carrés moins le carré de la

moyenne. C’est cette formule qu’il faut employer pour effectuer le calcul d’uramear

Remargue: on définit aussi la variance de fagon Iégerement différentdévesant par
(n—=1) au lieu de n dans la formule précédente. Nous en donnons l'gxpldzns le chapi-
tre 5. Nous utilisons toujours la premiere définition qui permet d'efég les calculs plus

simplement.

Exemple numérigue : on considére la série de 6 observations; =x10, % = 11,

x3 =12, % = 13, % = 14, % = 15. Nous avons vu que la moyenne est égale a 12.5. Nous ad-
mettons que I'écart absolu moyen est égal a 1.5. La somme des caggalest 955. On en
déduit la variance, égale a la moyenne des carrés moins le carré de la moyenne :

= (x2+xF+xs2+...)/In—m? =955/6 — 12.5=159.167 — 156.25

On en déduit :
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£=2917/s=1.708/e,;m=1.5

On sait que la série suivante; x 0, % =1, % =2, % = 23, % = 24, % = 25, a la
méme moyenne et la méme médiane que la précédente. Elle en est pasgtdifttrente :
I'écart-type (11.53) et I'écart absolu moyen (11.5) sont beaucoup plus grands que les préecé-

dents.

Casde donnéesclassées on procede comme pour calculer la moyenne en supposant

que les observations de chaque classe sont égales au centréaggela@n applique alors la
formule cidessous avec les mémes notations que dans le paragraphe précédent :
sf=[mel+me?+ ... +npc’/n—m?
Soit :

Exemple: on donne cdessous la variance, I'écatype et I'écart absolu moyen des

achats des 50 clients

s = 42902.472s = 207.129 e, = 150.8346§

C’est I'écarttype, qui est le plus utilisé dans lafue, en particulier pour comparer
deux valeurs entre elles ou une valeur et la moyenne.

Il possede en effet une propriété qui facilite son interprétatitast une moyenne par-
ticuliere (appelée moyenne géométrique) des écarts entre lesatiosar et leur moyenne.
L’écart absolu moyen et I'écatype donnent deux ordres de grandeur des écarts de la forme

[x; — m. lls sont exprimés dans la méme unité que les observations.

2.2 Comparaisond’une valeur ala moyenne.

L’important est de bien comprendre qu’il n’est pas possible de comypageraleur a

la moyenne ou deux valeurs entre elles sans tenir compte de-fiéeart
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Nous proposons dans le tableau 1.2 une premiere regle de classigtatims termi-

nologie que I'on adaptera suivant la nature des données analysées :

différence x — m | valeur centréeéduite | caractérisation | pourcentages
X—m<-2s<0 (Xx—m)/s<-2 X est trés petite ; 2.5%
—2sS<X-m<-g§ -2<(x—-m)/lx-1 X est petite ; 12.5%
—s<x-m<s| -1<(x—-m)/x 1 x est ordinaire; 70 %
2s>X-m>s 2>(x—-m)/s> 1 X est grande ; 12.5%
X—m>2s>0 (x—=m)/s>2 x est trés grande|;  2.5%

Tableau 1.2 : premiere regle de classification des valeurs

Cette regle est justifiée lorsque I'histogramme est procHa deurbe en cloche dont
nous avons parlé dans le chapitre 1 : les pourcentages obtenus doiveiauéarg plus voi-
sins des pourcentages iqdés cidessous que le nombre d’observations est important. Si
I'histogramme est différent de la courbe en cloche, ces pourcentageent étre tres diffé-

rents, et la regle proposéesgente moins d’'intérét.

Exemple: appliquons la regle précédente aux achats des 50 clients :

m-2s =-—97.3132 m-s = 109.8159
m+s =524.0741 m+2s = 731.2032

Il N’y a pas de tres petites valeurs. C'est d0 a I'asymétriead@partition que I'on
peut constater en examinant un des histogrammes donnés dans le chapitre précédent.
Petites valeurs inférieures a 109.8159 L X5, Xog, X4, X3, %29, X30, Xa1
Grandes valeurs supérieures a 524.0741 : X0, X37, X390, X11, X12

Tres grandes valeurs supérieures a 731.203%, Xy, X7

2.3Valeurs centréesréduites

Les deux premiéres colonnes du tableau 1.2 contiennent des relativadedges. La
deuxiéme contient les valeurs centrées réduites, dont l'utilisasiomes fréquente en statisti-

que.
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Définition : on appelle observations centrées réduites de la sgrieg>observations
de la forme ¥ = (x; — m)/s, expression dans laquelle m et s sont respectivemeoydéammne et

I'écart-type des observations X

Xi’ =

» Les valeurs xsont dites centrées parce que leur moyenne m’ est nulle.

» Elles sont dites réduites parce que leur variance est égale a 1.

L’intérét des valeurs centrées réduites est di en particulitaitaqu’elles sont indé-

pendantes des unités de mesure utilisées pour effectuer les observations.

Exemple: on a, suivant que les achats sont exprimés en francs ou en euros (1 euro =
6.5F):

Xo6 Moyenne| Ecarttype calcul Xo6
en francs| 314.25| 316.945| 207.129 | (314.25 — 316.945)/207.129=—0.013
En euros| 48.33 | 48.761 31.866 (48.35 —48.76 )/31.866 | = —0.013

3. AUTRES PARAMETRES.

3.1 Coefficient de variation

Un autre parametre, important en marketing, est le coefficienarikgion : il indique
en pourcentage l'ordre de grandeur des variations des observations autounajenne. I

n'a de sens que si les données sont positives.

Définition : Le coefficient de variation est le rapport de I'edgpe a la moyenne ex-

primé en pourcentage :

cv = (s/m )x 100%

L’interprétation du coefficient de variation repose sur la propgéiéante : pour une
répartition réguliere et a peu pres symétrique, on peut dire qu'd peu pres 70% des obser-

vations égales a la moyenae,%.
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En fait, on retrouve ici I'intervalle nit s que nous avons indiqué dans la premigier

de classification.

Exemple: la moyenne des achats des clients est égale a 316.945F et-t\goarh
207.129. Le coefficient de variation est dong= 65.35%

Les achats sont de I'ordre de 31#65% sous réserve que I'’histogramme soit relati-
vement symétrique. Par le calcul on trouve effectivement 70% Hatsammpris entre la
moyennet |‘écart-type bien que I'histogramme donné en figure 12 du chapitre 1 nemtesse

guere a la densité de la loi noale.

3.2 Coefficientsde forme

On définit d'autres coefficients pour caractériser la forme de I'histageam

Définition : Le coefficient d’asymétrie est la moyenne des cubes desrsatentrées

réduites des observations.

[ (xi—m)/s T

™M s

Cas= [—

Etudions les termes [ {x m)/s f en nous référant a la régle (on note >> pour trés su-
périeur et << pour tres inférieur) :
X' =(Xi—m)/s>1 xigrandoutrésgrand [ (xi—m)/s f>>1
Xi' = (Xi—m)ls< -1 Xi petit ou tres petit [(xi—m)sf<<—1
— 1<% =(xi—m)/s <1 x; relativement proche de m [ (x; —m)/s f 0O
Ce sont les termes « grands » ou « petits » qui interviennphts@ans le calcul du
coefficient d’asymétrie, puisqu’ils sont supérieurs a 1 en valealuabst que leurs cubes le
sont d’autant plus (par exemple 45 3.375) ; les autres, inférieurs & 1 en valeur absolue,
postifs ou négatifs, ont un cube plus petit en valeur absolue (par exémdple 0.512) et

n'ont guere d’'influence sur la somme.
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Lorsque les observations grandes ou trés grandes sont a peu prasrabssuses que
les observations petites ou treés petites, ou qu'’il y en a peu, ficerdfd’asymétrie est pro-
chedeO;
* lorsque les observations grandes ou tres grandes sont plus nombreusssotpe |
servations petites ou trés petites, le coefficient d’'asymétrie esteupei;
* lorsque les observations grandes ou tres grandes sont moins nombreusss que

observations petites ou trés petites, le coefficient d’asymétrie eseumfaro ;

La valeur a partir de laquelle on peut considérer le coefficiastydiétrie comme trés
différent de 0 dépend du nombre d’observations. Elle est donnée dans un¢atatique
figurant dansStatPC(pour n = 50, on pourra considérer que le coefficient d’asymeétrieeest
différent de O s'il est supérieur en valeur absolue a 0.534). Nous donnonsaitndextette

table dans le tableau 2 .2.

Définition : le coefficient d’aplatissement est la moyenne des puissanedsemes
des observations centrées réduites :

1
Cap= —_—
n i

[ (xi—m)/s T

™M s

1

Ce coefficient caractérise « l'aplatissement » de [I'hrstogne par rapport a
« I'aplatissement » de la densité de loi normale dont le coeftitheorique est égal a 3. On
I'interpréte de fagon analogue au coefficient d’asymétrie, emieaat la fréquence des ter-
mes tres grands et trés petits.

» Sil'’histogramme est proche de la densité de la loi normataldel mathématue
montre que le coefficient d’aplatissement est proche de 3 ;

e Siles termes différents de la moyenne sont plus nombreux que dassde la loi
normale, les termes de la forme;fom )/ sf supérieurs a 1 sont plusmbreux et
le coefficient d’aplatissement est supérieur a 3, et inversement.

Ce coefficient n’est guere interprétable que si la répartégira peu pres symigjue

(a 00). Il caractérise ce que I'on appelle les « queues de distribufles termes trés petits

ou tres grands), aglessus de la courbe en clochgg(® 3) ou en dessous,(& 3).
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Un coefficient d’aplatissement inférieur & 2.15 ou supérieur a 3.99 fpedodsidéeré
comme différent de 3 lorsque le nombre d’observations est égal & &blgau 2.2). Il existe

une table statigjue donnant les autres valeurs limites (elle figure 8taif Q.

En pratique , ces coefficients servent a contréler la proximit@ideogramme et de la
courbe en cloche

* Cas0 et gpI3 : la répartition des données est plus ou moins normale ;

* Cas? 0 0u Ggp# 3 : la répartition des données est différente de la loi normale.

Cette démarche, assez approximative ici, sera formulée ep tintest statistique

dans le chapitre 7.

nombre d’observations coefficient d’asymétrig coefficient d’aplatissement
10 0.954 1.560 3.950
20 0.772 1.820 4.170
30 0.662 1.980 4.110
40 0.587 2.070 4.060
50 0.534 2.150 3.990

Tableau 2.2 : valeurs limites des coefficients d’aplatissement et d’asymeét

Exemple: le coefficients d’aplatissement sur les achats des 50 clientg,es3.859.
On ne peut pas affirmer que 'aplatissement est différent de celaiamirbe en cloche. La
taille élevée du coefficient d’'asymétrigs(e 1.16) rend difficile son interprétation et suffit

pour montrer que la répartition des achats est trés différente de la courbe en cloche.

4.FONCTION DE REPARTITION. QUANTILES.

L’introduction de la fonction de répartition va nous étre utile pour ddésiguantiles
dont l'utilisation dans les statistiques officielles est tiréguente, ainsi que la notion de

concentration bien connue en gestion sous le nom de régle des 80%— 20%.

4.1 Fonction de répatrtition
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Définition : on appelle fonction de répartition d’'une série d’observatiofs & 1,
...n la fonction qui, a un nombre réel quelconque x , associe la proportion d’observations infé-

rieures ou égales a x. On la note en abrége f.d.r.

Exemplenumérique: on considére la série de 6 observations =X10, » = 11.5, %

=12, % =13, % = 14.5, x = 15 . La fonction de répartition précédente est constante et égale
a 1/6 sur chaque intervalle séparant deux observationgessives, par exemple sur
l'intervalle [11, 12 [.

o Ew
56 - —
46 -
36—
2t —
16 —

0

10 11512 13 14515 16 =

Figure 1.2 : Fonction de répartition (6 observations)

La fonction de répartition, notée en général par F(x), est définietpounombre x.
Elle posséde des propriétés évidentes que I'on constate sur la figure 2 :
* En notant inf(y et sup(X la plus petite et la plus grande des valeurs observées, on a
Pourtoutx <inf(® F(X)=0  Pourtoutx=sup(x) F(x)=1
En effet , le nombre d’observations strictement inférieurepblutapetite d’entre elles
est nul, et le nombre d’observations inférieures ou égales a la plus grande est égal a
» Elle est croissante : £ xX'[0 F(x) < F(x’). Cela correspond a la propriété suivante (fi-
gure 1): le nombre dobservations inférieures a x = 10 est plus quetitle nombre
d’observations irdrieures a x’ =12. Cette propriété est vraie dés ga&’x
» C’est une fonction « en escalier », c’est— a— dire qu’ellecesttante sur des interval-

les successifs. .
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Il est commode de classer les observations par valeurs crosssa(ite x(2), ..., x(n).
La valeur x(1) est la plus petite valeur observée, et x(n) la plus grande. §piehkg+1) les
observations de rang i et i+1 ( on suppose X(i) < x(i+1) ). Le nodibbservations irdrieu-
res ou égales a x est constant et égal a i quel que soit ntesyapa a 'intervalle [x(i), x(i+1)
[.

On a ainsi :

quel que soit X1 [x(i), x(i+1) [ F(x) =i/n
Dans l'intervalle suivant [x(i+1), x(i+2) [ , on a :

quel que soit XJ [x(i+1), x(i+2) [ F(X)=(i+1)/n

La fonction augmente donc par palier de 1/n. Dans le cas ou deux olosensant
égales : x(i) = x(i+1), la fonction augmente de 2/n. Dans leggéaséral, elle augmente d’'un
multiple de 1/n et reste constante sur chaque intervalle.

La fonction de répartition exacte d’'une série d’observations n’ediffigiie a calcu-
ler, mais c’est un travail long et fastidieux. On se limdavent a en calculer la valeur en
guelques points, que I'on joint entre eux par un segment de droiteo&gtterpolation li-

néaire) ou inversement on détermine les points auxquels elle prend une valeur fixée.

Exemple: nous avons calculé par ordinateur la fonction de répartition des achats des
50 clients ' EUROMARKET. Il s’agit ici d'un calcul exact.

1
0.4 ’—'_'—'—‘
0.8
0.7
0.6
0.5

0.4
0.z

0.2

0.1
0 '_‘l_rl T T T 1 1 T 1 T 1
0399 100 200 300 400 500 £00 700 =00 800 1000
premier décile meédiane 9e décile
9796 25414 62151

Figure 2.2 : Fonction de répartition des achats
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On constate que la proportion d’achats augmentent assez vite pour les petits montants,

et plus lentement a partir d’environ 215F.

4.2 Quantiles, quartiles, déciles...

Plutét que d’étudier la fonction de répartition elle— méme, on prétareent en deé-
duire les « quantiles » , qui caractérisent la répartition ddsservations en classes de méme
effectif.

On n'utilise les quantiles que lorsque le nombre d’observations esastffOn peut
considérer que les classes doivent avoir un effectif d’au moins 5Svahbeas, d’ou les condi-
tions d’effectifs proposées-dessous :

la médiane Mg deux classes d’effectifs n/2 (50%) n>10
les quartiles q;, @ =g, @8 quatre classes d’effectifs n/4(25%) n=20
les quintiles rq, 1y, 13, 14, 15 cing classes d'effectifs n/5 (20%) n=25
Les déciles di, b, ..., & dix classes d’'effectifs n/10 (10%) n=50

Les centiles ¢, &, ..., @9 cent classes d'effectifs n/100 (1%) n>500

Ces parametres présentent les mémes inconvénients de calailnggeidne : il n’est
pas toujours facile de les déterminer. Par exemple, les gsiattilee série de 50 obsetwns
n’existent pas. On considére alors des approximations

» Le premier quartile est défini par toute valeur comprise eatié’let de la 130b-
servation,

« le deuxiéme quartile (la médiane) est défini par toute valeupisenentre la 75
et de la 26observation;

 le troisieme quartile est défini par toute valeur comprise éatde” et de la 48
observation .

En général (mais une interpolation linéaire est possible), on comseemoyennes
des observations précédentes pour donner une valeur précise aux quartiles.

Les millimes, les dixmillimes, les cenmillimes, qui correspondent aux fractions
1/1000, 1/10 000, 1/100 000 de I'effectif total, sont utilisés par 'INSEE paractériser les

séries d'observations tresmbreuses.
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Une premiére application des quantiles est la vérification dgnheetrie de la réparti-
tion. Dans la pratique, on considérera que la répartition est symétrique si :

* La médiane et la moyenne sont a peu pres égales ;

* La médiane est a peu pres la moyenne des quartitsyy des décilesdet d), d
et &, etc...

Une seconde application des quantiles est le calcul du rapportaepttss Ipetite et la
plus grande des valeurs d’'une série d’observations. Dans la mesure @ahsee/ations sont
tirées au hasard, ce rapport peut varier considérablement d’'un tifageeaet son instabilité
le rend discutable. On préfere calculer le rapport du derniemiflime ou centmillime au

premier. C’est ce que fait 'INSEE en étudiant les revenus ou les patrimoine desiBra

Exemple: Pour calculer les quantiles des achats des 50 clients, on classkdersa-
tions suivant les valeurs croissantes (tableau 6.1 du chapitre 1).
On définit les déciles comme les moyennes des observations de itaégde eangs

10 et 11, 15 et 16 etc.... Nous les avons représentés en figure 3. On obtient :

d; =97.560 |dy,=152.405 |d3=190.665 |d;=241.340 |ds =264.140
ds = 300.575 | d; = 335.670 |dg=484.715|dy = 621.515 |dio=951.160

Nous pouvons maintenant introduire une autre regle pour évaluer laltaiteobser-

vation.
f.d.r. caractérisation | Pourcentages
F(x) < 0.025 X est tres petite 2.5%
0.025< F(x) < 0.15 X est petite 12.5%
0.95< F(x) < F(0.975 X est grande 12.5%
F(x)>0.975 X est tres grande,. 2.5%

Tableau 3.2 : seconde régle de classification des valeurs

On ne compare pas ici une valeur x a la moyenne des observatiaésofemement
consiste a dire par exemple que quelgu’un, de taille x, est &ied garce que la plupart des
gens sont plus petits que lui (F(x) >0.975) ou encore parce que peu d®gepkis grands

qgue lui.
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L’avantage de cette regle par rapport a la premiere est derdonjairs des résultats

cohérents avec les observations.

Exemple: on donne dans le tableau 6.1 du chapitre 1 la liste des achats classés par
valeur croissante. Il est facile d’en déduire un classement des achats :

Achats d’'un montant trés faible (2.5% de 50, 1 valeug) : x

Achats d’'un montant faible (12.5% de 50, 6 valeursy,:x, X, X9, X30, X1

Achats d’'un montant élevé (12.5% de 50, 6 valeurgkg, X2, X1, X390, Xa7

Achats d’'un montant trés éleveé (2.5% de 50, 1 valeur) : X

4.3 Concentration

Le coefficient de concentration de Gini. est un parameétre concelemdbnnées posi-
tives ou nulles, dont l'interprétation est intéressante en économmarkeéting, et qui caracté-
rise « la courbe de concentration ».

Les observations sont classées suivant les valeurs croissantks :note comme pré-
cademment x(i), i = 1, ...n. L’observation x(1) est donc la plus petiteuvaldn) la plus
grande. Ces observations étant toutes positives, on a (1)

Au nombre k on associe la somme des k plus petites valeurs x(i), i =1, ..., k..

k
k — SKk= = x(i)
i=1
Au nombre n on associe donc la somme des n plus petites valeurs, ounla desnn

valeurs :

n
n —— Sn)= 2 x(i)

=1

A la proportion p = k/n, on associe la proportion de la somme des k pltes peti

leurs, et I'on définit ainsi la courbe de concaiibn :

Définition : on appelle courbe de concentration la représentation graphiqueode-la f

tion définie par :
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p =k/n — C(p) =S(k)/S(n

Exemplenumérique : calculons la courbe de concentration dans le cas des données

suivantes : ¥ 112, % = 151, % = 210, % = 225, x = 230, % = 354, =360, % = 450. On

calcule la somme de toutes les valeurs :

8
S@)= s x =2092

i=1
Ona:

p = 1/8| C(p) = 112/2092 = 0.054
p =2/8|C(p) = (112 + 151)/2092 =0.126
p = 3/8{C(p) = (112 + 151 + 210)/2092 =0.226
p =4/8|C(p) = (112 + 151 + 210 + 225)/2092 =0.334
p =5/8/C(p) = (112 + 151 + 210 + 225 + 230)/2092 = 0.444
p =6/8|C(p) = (112 + 151 + 210 + 225 + 230 + 354)/2092 =0.613
p =7/8/C(p) = (112 + 151 + 210 + 225 + 230 + 354 + 360)/2092 =0.785
p=8/8/C(p) =(112 + 151 + 210 + 225 + 230 + 354 + 360 + 450)/2082 1

D’ou la courbe de concentration :

Cip)

0785 /

0613 droife y = x
fequiconcentration)

0.444

0334

0.226

0.126
0054

i 28 38 448 58 &8 78 1

Figure 3.2 : courbe de concentration
(exemple précédent)
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On dit qu’il y a équiconcentration quand les k plus petites valeurs, en foopor
p = k/n, représentent la méme proportion p de la somme totale quel que soit k :

k Sk

p: —_— =
n S(n)

Cette équiconcentration est cagsisiee par la droite y = x représentée sur la figure 4.

Nous admettons ici les propriétés suivantes, certaines étant déesodémns les com-
pléments pédagogiques du cédérom.

» L’équiconcentration signifie que les observations sont constantes ;

» Lafonction C(p) est croissante et égale a 1 pourp=1 (ouk =n);

* C(p) est toujours inférieur a p, ce qui signifie que la courbe de wwatien est
toujours en dessous de la droite y = x.

* C(p) agmente de plus en plus vite.

Comme on peut le constater sur la figure dlessus, I'aire comprise entre la droite
y = X et la courbe de concentration varie de 0 a 0.5. L'usage estigtet etant d’utiliser des

parametres variant de 0 a 1, on définit le coefficient de Gini par le double de cette aire :

Définition : on appelle coefficient de concentration g de Gini le double de Eaim-
prise entre la droite y = x et la courbe de concentration.
Son calcul n’est pas simple. On peut utiliser la formule suivants, ldguelle m est la

moyenne des;XSaporta, p. 124):

n n
> > X — % O
i=1 j=i+l

g:

n(n—1)m

Les propriétés du céiecient de Gini sont les suivantes : :

» Plus le coefficient est proche de 1, plus la somme dépend des olossnegiplus
grandes.

* Plus le coefficient est proche de 0, moins la somme dépend des dbssried

plus grandes.
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Exemple: La courbe de concentration des achats de la clientele d’Euromarket est
donnée en figure 4.

Les 50% plus petits achats représentent a peu pres 27% du total des Wehaigs
consicrer les 75% (environ) plus petits achats pour obtenir la moitié du ehdffxffaire. On
peut dire aussi que les 25% clients les plus importants réalisertiteé rdu chiffre d’affaires
ou encore que le montant de leurs achats est le double de la moyenne.

L'aire totale du carré est égale a 1, et le coefficient de concémtrate Gini est le
double de I'aire colorée en gris. Il est ici égal a 0.35 : la concentraticnadbats n’est pas
tres forte, et la perte de quelques gros clients n'aurait pas dieffedrtant sur le chiffre

d'affaires total.

Pourcentages
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effectifs

Figure 4.2 : Courbe de concentration
des achats de la clientéle d’Euromarket

CONCLUSION.

La plupart des tableurs et certaines calculatrices permetecdlculer sans difficulté
la moyenne et la variance d’'une série d’observations, maispréfgtrable d'utiliser un logi-

ciel specialisé pour calculer les autres parametres.
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La liste que nous avons donnée est limitée aux parametres leslgdsisjues. Les
résutats donnés par les logiciels ne se limitent pas a cete disdonnent des variantes des
coefficients d’asymétrie et d’aplatissement ainsi que des pararsgiéeifiques a certaines
données. Les calculs numériques sont quasiment toujours possiblegstilieds n'ont donc
pas toujours de signification, comme le coefficient de concentrairsgqu’il est calculé sur
des données prenant des valeurs négatives. Il faut donc effectueleke résultats et se limi-

ter a eaminer les parametres adaptés aux données et dont on connait le sens.
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